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内 o*€ 简介 


动力 系统 (Dynamical System) 是 拓扑 空间 上 连续 自 映 射 迭 代 生成 的 
系统 .本 书 重点 阐述 拓扑 动力 系统 〈 含 符号 动力 系统 、 分 形 动力 系统 )， 
微分 动力 系统 和 无 穷 维 动力 系统 的 基础 理论 知识 与 基本 研究 方法 . 这 一 理 
论 与 方法 , 已 广泛 而 深入 地 应 用 于 数学 、 统 计 学 、 物 理 、 力 学 、 信 息 与 计 
算 科 学 ， 以 及 许多 工程 领域 . 

本 书 可 作为 数学 类 各 专业 的 研究 生 教材 ， 也 可 供 以 上 相关 专业 的 高 年 
级 学 生 及 教学 、 科 研 人 员 参 考 . 
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动力 系统 是 20 世纪 最 富有 成 就 的 一 个 数学 分 支 ， 也 是 非 线性 科学 的 一 
个 重要 组 成 部 分 ， 在 不 少 领域 中 有 重要 的 应 用 . 

一 个 动力 系统 是 由 拓扑 空间 及 其 上 的 连续 自 映射 所 构成 的 系统 .该 系统 
研究 的 问题 ， 大 致 可 以 分 为 两 类 : 一 类 是 孤立 地 研究 一 个 自 映 射 迭 代 生 成 的 
动力 学 复杂 性 质 ， 即 长 时 间 的 形态 ; 另 一 类 是 把 一 个 动力 系统 看 作 是 某 个 空 
和 间 具 的 一 个 点 ， 研 究 诸如 在 微小 挠 动 下 动力 性 状 的 改变 . 

与 此 同时 ， 从 20 世纪 六 七 十 年 代 以 来 ， 随 着 计算 能 力 的 不 断 提高 ， 非 
线性 科学 发 现 两 个 极端 的 现象 ， 一 是 具有 内 秉 的 对 称 和 保守 性 质 的 孤立 子 ， 
另 一 是 在 耗 散 系统 中 发 现 了 奇怪 吸引 子 和 混沌 ， 近 来 又 发 现 一 批 从 孤立 子 可 
演化 为 混沌 现象 的 非 线 性 演化 方程 .从 而 推动 了 无 穷 维 动力 系统 的 研究 ， 与 
有 穷 维 动力 系统 不 同 的 是 ， 它 研究 空间 上 的 混沌 现象 ， 而 后 者 仅 研 究 时 间 上 
的 混沌 现象 . 但 是 ， 二 者 却 有 令 人 惊叹 的 联系 . 

动力 系统 不 仅 是 非 线 性 科学 的 研究 对 象 ， 而 且 是 研究 非 线性 “复杂 性 ” 
的 有 力 工具 ， 其 理论 与 方法 已 广泛 渗透 于 许多 重要 领域 和 众多 学 科 . 

作者 出 于 计算 和 理论 研究 而 感 兴趣 于 动力 系统 . 于 是 ， 在 多 年 教学 与 研 
究 的 基础 上 ， 希 望 搜集 整理 这 -一 领域 的 文献 与 典籍 ， 对 其 知识 进行 再 组 织 . 
为 成 此 书 ， 历 时 两 年 ， 虽 无 博 观 约 取 、 厚 积 薄 发 之 力 ， 但 有 心 在 适当 深入 的 
基础 上 拓宽 知识 ， 注 重 学 科 内 部 联系 ， 保 持 结构 相对 完整 ， 以 便于 教学 组 织 
与 自学 参考 . 

本 书 内 容 分 为 三 部 分 ， 拓 扑 动力 系统 〈 含 符号 动力 系统 、 分 形 动 力 系 . 
统 )， 微 分 动力 系统 和 无 穷 维 动力 系统 其中， 拓扑 动力 系统 是 基础 . 读者 
可 按 需 选读 ， 一 般 来 讲 ， 需 要 具备 点 集 拓扑 和 非 线 性 泛 函 分 析 的 基本 知识 . 

本 书 $12.3， 由 伍 渝 江 先生 撰写 ， 所 引文 献 ， 已 注 明 出 处 ， 在 此 对 原著 
OR EAN UK SE BOB. 

作者 男 于 学 识 ， 对 书 中 挂 一 漏 万 、 朴 忽 丝 缪 之 处 ， 向 读者 和 文献 原著 表 
REE, JPHGSOPIE. 
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第 一 章 概 述 
$1.1. 动力 系统 概述 


1591 年 ,奥地利 格拉 区 大 学 讲师 开 普 勒 (Kepler) 前 往 布拉格 ,成 为 天 文学 
家 第 谷 . 布 拉 赫 (Tycho) 的 助手 . 开 普 勒 根据 第 谷 的 准确 观测 数据 , 发 现 了 行 
星 运动 三 定律 ,其 中 对 当时 正统 派 理性 思潮 最 为 震动 的 一 条 是 , 每 个 行星 沿 着 
以 太阳 为 一 个 焦点 的 椭圆 轨道 而 运动 .在 当时 理性 思潮 的 影响 下 , 人 们 普遍 认 
为 行星 绕 太 阳 旋 转 的 轨道 是 圆 , 因为 圆 是 最 完美 的 曲线 . 
为 什么 行星 运动 的 轨道 是 椭圆 曲线 而 不 是 “完美 "的 圆 呢 ? 
半 个 多 世纪 以 后 ,牛顿 (Newton) 于 1687 年 在 其 名 著 《 自 然 哲 学 的 数学 原 
理 ) 中 ,提出 万 有 引力 定律 ,而 后 用 数学 的 形式 一 一 常 微分 方程 一 一 推出 了 开 
普 勒 定律 ,完成 了 日 心地 动 说 的 力学 解释 , 也 同时 开始 了 以 常 微分 方程 为 对 象 
的 动力 系统 的 研究 .下 面 仅 介绍 行星 轨迹 为 椭圆 的 论述 . 
例 1.1.1 行星 轨道 方程 . 设 某 行星 运动 于 以 太阳 为 原点 O 的 复 平面 
内 , 在 时 刻 1 的 位 置 
z(t) = re*, 
其 中 = r(t), 0 = 9(1). 设 行星 和 太阳 的 质量 分 别 为 P 和 M,G = 6.672 x 
10 !! mis ?kg ! 是 万 有 引力 常数 ,于 是 由 万 有 引力 定律 ,有 
Pz =- PMG jo 
其 中 
z = (G - r0?) + ilr + 270))e” 
是 加 速度 .分 离 方程 的 实 部 和 虚 部 得 
MG 02， (1.1.1) 


r0 + 2:0 — 0. (1.1.2) 
由 方程 (1.1.2) 得 二 Eea) - 0 ,从 而 


r20= h, (1.1.3) 
HP os 是 常数 , 它 等 同 于 开 普 勒 第 二 定律 ,行星 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相等 的 
面积 . 
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联合 (1.1.1) 和 (1.1.3), 令 /= Lg 


G du 
atur 
、 2 
再 令 v = u- Ep yg 解 得 
r= —+ —_ 
1 - jcosO’ 


其 中 p= Ap 是 离心 率 .由 此 可 见 , 点 (x, 0) 的 轨道 是 离心 率 为 y(0<y<1)， 
极点 O 为 一 个 焦点 的 椭圆 . 

与 例 1.1.1 的 分 析 方法 不 同 的 是 , 绝 大 多 数 的 微分 方程 不 能 用 已 知 函 数 
的 积分 来 表示 其 通 解 . 这 导致 微分 方程 定性 理论 4-31 的 研究 , EERTE 
国 数学 家 H. Poincaré 和 俄国 数学 家 A. M. Jiamryaos. 前 者 在 1881 — 1886 年 间 
连续 发 表 的 论文 (微分 方程 所 确定 的 曲线 ), 后 者 在 1882 一 1892 年 间 完 成 的 博 
士 论 文 (运动 稳定 性 的 一 般 问题 ), 是 这 一 方面 的 经 典 著 作 . 到 1927 年 , G. D. 
Birkhoff 在 继承 并 发 展 Poincaré 工作 的 基础 上 , 使 “动力 系统 "一 词 首 见于 其 
专著 [4]. 

如 例 1.1.1 所 示 , 一 个 用 常 微 分 方程 组 


dz _ n 
dt = (x,t), r€ R 


描述 的 随时 间 演 化 的 系统 , 是 一 个 经 典 意义 下 的 动力 系统 . 设 其 满足 初 值 条 件 
Z(0) = xo, “o € R 
的 解 为 olt, x9) , 且 存 在 区 间 是 R, 则 映射 o: RX R"—R" 满足 
(H1) 9(0,:)-z, YER”. 
(H2 29(stt,x)979(s,og(t1,2)),  Vs,t€R, zx€R'. 
更 一 般 地 , 称 满足 条 件 Hl 和 H2 的 映射 p:RxX~X 为 连续 动力 系统 或 
流 ,其 中 X 是 底 空间 . 
CFA] 1.1.2 的 差分 方程 给 出 的 动力 系统 是 离散 动力 系统 。 
例 1.1.2 (Malthus 模型 ,1798 Æ) 设 某 人 口 群体 在 第 ”个 时 间 段 开始 
时 的 总 数 为 P,, 若 出 生 率 与 死亡 率 之 差 为 b, 则 有 Malthus 模型 
Para = RP,, n EL, 
其 中 有 =1+5, 于 是 
Paai = kR Po, m EZ. 
定义 f:Z, XR>R X f(x)=k"x, M] Malthus 模型 又 可 记 为 
Pi = f(P,). 
显然 ,映射 J:Z; x R—R 满足 条 件 HL 和 H2, 构 成 R 上 的 离散 动力 系统 , 而 
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Orby( Po) = { Po, P, P>, 7l 

是 上 过 Po 点 的 一 条 轨道 . 

动力 系统 不 仅 可 以 通过 映射 o 或 f 在 “时 间 ” 维 上 的 定义 域 来 进行 分 类 ， 
如 连续 动力 系统 或 离散 动力 系统 ,而且 可 以 通过 底 空间 X 的 结构 来 进行 分 
类 .例如 , 若 x 分 别 是 拓扑 空间 (或 度量 空间 ), Cr 微分 流 形 和 无 穷 维 Banach 
空间 , 则 在 x 上 可 分 别 定义 拓扑 动力 系统 , 微分 动力 系统 和 无 穷 维 动力 系统 . 

一 般 而 言 , 动力 系统 研究 的 主要 问题 是 ， 

(1) 轨 道 长 时 间 的 渐 近 性 质 ,如 极限 点 集 、 非 游荡 点 集 、 周 期 点 集 等 . 

(2) 轨 道 在 相 空间 中 的 稠密 性 , 如 极 小 性 ,拓扑 传 递 性 、 拓 扑 混合 性 等 . 

(3) 动 力 系统 的 整体 性 质 , 如 全 局 吸引 子 等 . 

(4) 动 力 系 统 的 拓扑 分 类 与 结构 稳定 性 , 如 双 曲 不 动 点 和 双 曲 不 变 集 的 稳 
定性 . 

(5) 动 力 系 统 的 复杂 性 , 包括 几何 复杂 性 , 如 混沌 、 分 形 , 以 及 动力 学 复杂 
FE, "n 381 48. Liapunov 指数 等 . 

研究 这 些 问 题 的 主要 方法 , 一 是 以 结构 分 析 为 主 的 几何 方法 , 另 一 是 以 数 
值 计 算 为 主 的 模拟 方法 .本 书 拟 采 用 前 者 依次 逐 层 展开 对 上 述 动力 系统 主要 
问题 的 研究 和 讨论 . 


$1.2. 动力 系统 的 底 空 间 


i S 是 一 个 集合 ,映射 f;S->f(S) 刁 S 按 复 合 运算 “。 满足 
H1 f= id. 
H2 P" = fof, Ym,n EZ. 
其 中 id 表示 人 恒 同 映射 . 一般 来 讲 , 可 定义 一 单 边 的 离散 动力 系统 (S, f). Ë 
时 , S 的 结构 对 (S, 了 ) 的 性 质 有 决定 性 的 影响 . 
在 形式 系统 的 一 般 理论 中 ,没有 限定 S 的 结构 , 仅 设 S 是 一 个 非 空 集 . S 
上 的 一 条 规则 是 一 个 有 序 对 (X, x), SOR X x, R rh x S 称 为 规则 的 前 
提 , + € S 称 为 规则 的 结论 . 设 0 是 一 个 规则 集 , 子 集 ACSTHOO -封闭 的 ， 
若 
XCA=r6€A, W(X, DEN. 
4 I(0) 是 一 切 Q -封闭 集 的 交 , 即 
IQ) =n lAlAS< S HR- 封闭 |. 
性 质 1.2.1051 XEM 02525, FE S ERU Os, 
fs = [|(X,z)|XC S,z € S,z € @(X)!. 
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TE (RoE 有 的 最 小 不 动 点 . 

不 动 点 是 最 简单 的 周期 点 .事实 上 , 对 任意 一 个 序数 o 可 以 定义 

ph -g, go = Uo, d' = ó(5?), o” = UF, 

使 得 D o 的 最 小 不 动 点 .在 自然 推理 系统 中 , 空 集 表 示 以 公理 为 前 担 的 
推理 规则 , 因而 和 ”是 公理 前 提 集 的 “极限 集 ”. 

集 射 系统 (S, $) 太 广泛 ,在 研究 中 希望 限定 S 的 结构 .集合 S 的 基本 结 
构 有 三 类 ; 序 结构 代数 结构 和 拓扑 结构 . 

首先 , 设 集合 S 关于 序 关系 “和 "构成 一 个 偏 序 集 (S, 委 ), 其 中 任意 两 个 
元 素 Fl b 都 有 公共 下 确 界 和 上 确 界 ,在 S 上 定义 运算 A 和 V 为 

a A b = inf(a,b), a V b = sup(a,b), 
WCS, A,V ) 是 一 个 格 . 设 L, ffl L, 是 格 , 称 映 射 f: Li L, 是 单调 的 , 若 
r<y=>f(z=)< f(y), Vr,y € Li, 
记 单 调 映 射 的 集合 为 FF, 称 映射 c: FF 为 F 上 的 泛 函 . 当 f. z€ F, H 
f(x)zg(x) V< €L, 
时 , 称 f 委 g, 于 是 ,可 类 伏地 定义 单调 证 函 . 称 泛 函 + 是 连续 的 , 若 c 是 单调 
的 , 且 对 下 中 的 任何 链 !1f.1, 有 
r[supl i1] = suplc[ fli, 

其 中 sup 表示 上 确 界 .于 是 ,有 如 下 性 质 . 

性 质 1.2.256 ”任何 连续 泛 函 c 均 有 一 个 最 小 不 动 点 . 

证 明 设 0 是 处 处 无 定义 函数 , 由 < 的 单调 性 ,使 函数 序列 

Q, [2], [0], = 

构成 一 个 链 , 故 上 确 界 tau = supl [0Q1i 必 然 存在 .不 难 证 明 , tau 是 + 的 一 
个 最 小 不 动 点 . 

显然 , c 满足 本 节 条 件 Hl 和 H2, 使 (FE,zr) 是 一 个 动力 系统 . 格 上 泛 函 的 
不 动 点 理论 , 是 理论 计算 机 科学 程序 理论 中 形式 语义 的 一 个 数学 基础 . 

其 次 , 设 集合 S 上 定义 了 一 组 运算 a1, as,…, av 其 运算 的 结果 仍 是 S 
中 的 元 素 , 则 称 S 对 于 这 个 运算 构成 一 个 代数 .前 面 由 偏 序 关 系 引 出 的 格 ， 
就 是 一 个 代数 结构 .下 面 , 设 S 是 Galois JX 

GF(23) = i[k]|k = 0,1,-:,22], 
[k] = la € Z| a= kmod23l, 
同样 , GF(23) 是 代数 结构 . 取 5€ GF (23), 定义 f. GF(23)-9 GF (23) N 
f'(k) = 5"kmod23, k € GF(23), 

并 记 户 (k) =A。. 于 是 ,得 到 动力 系统 (GF(23), f), Ext f£— k € GF(23) 
的 轨道 1A,12-o 是 周期 轨道 , 例如 过 点 &=1 的 轨道 的 周期 是 22. Galois 域 
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GF(p) 上 的 代数 性 质 , 在 密码 学 中 有 重要 应 用 中 ]. 

其 三 ,讨论 S 具有 拓扑 结构 的 情况 , 仍 以 形式 系统 为 例 . 

设 工 是 一 阶 语言 L 理论 T 全 体 非 逻辑 公理 的 集合 , 记 

= S(T) = |A € 2" lcard( A) < œ}, 
DEX 是 1 上 的 一 个 滤 集 , 记 
-u-DUIZSI, 
则 (1, rr) 是 以 e; 为 拓扑 的 拓扑 空间 .对 于 ¿e r, T; 是 以 i 为 非 逻辑 公理 的 理 
论 , x 是 T AARAA T-IT, lie III s= 4 li € Il A E T EG 
族 和 一 个 模型 族 .于 是 由 (1, zi) 可 以 导出 与 其 同 胚 的 拓扑 空间 (T, +) Ul (<, 
Tw) .一 般 记 (X, rx) 和 (Y, ry) 是 由 (T, u) SH TG =0,1,2) 拓 扑 空间 ， 
uo 表示 选择 最 小 邻 域 的 选择 函数 ,那么 在 (X, rx) 中 可 引入 偏 序 ， 称 z 委 z”， 
车 x* Ewo(zx)Erx; 类 似 地 ,在 (Y, ry) 中 引入 偏 序 . 记 下 是 XX 到 YY 的 全 体 
单调 算 子 的 集合 .在 FF 中 引入 拓扑 基 
u(f) = {glg € F,g(x) € uo(f(x)), Vx € XI, 

其 中 x( 户 表示 F 的 邻 域 .于 是 ,在 下 上 可 导入 拓扑 , 从 而 有 如 下 结论 . 

性 质 1.2.3L8] AAWA c; FF 是 上 确 界 可 达 的 , 则 r 在 F 上 存 
在 一 个 最 小 不 动 点 . 

例 1.2.1 设 1=|1,0,1,…,n1, 其 中 符号 1 表示 无 定义 ,uo0(j)= lj, 
j*lsvs,nl,0xjmn.uy L) =I, FERF LOKIS Sn. 定义 
fill 

1, <> 1, 

| fœ = l, z<, 

显然 了 是 单调 函数 , 定义 泛 函 z: F— F 为 
rz[O]= f°, k = 1,2,. 
于 是 有 
seal) sos WS Tolu, V<x €I, 
id g(x)- BAM 有 
r[g]l(z)=rP]zr)= VLAN) = g(z), V< € (I, 

BU g(x)JÉ r 的 不 动 点 . 

一 般 而 言 , 由 超 滤 集 引入 的 拓扑 是 To 或 T, 空间 , 其 拓扑 刻画 还 不 够 精 
细 . 具 有 可 数 基 的 T. 空间 (正则 的 Ti 空间 ), 是 可 度量 化 的 拓扑 空间 .而 在 度 
量 空间 上 建立 的 拓扑 动力 系统 , 具有 丰富 的 性 质 , 这 正 是 下 面 章节 所 要 研究 的 
主要 对 象 . 但 并 不 是 每 个 拓扑 空间 都 可 度量 化 , 拓扑 空间 可 度量 化 , 当 且 仅 当 
它 是 具有 o BRARED T 空间 中 1. 
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由 前 面 的 讨论 可 知 , 由 拓扑 空间 的 拓扑 结构 , 可 引入 序 关 系 , 即 具有 序 结 
构 , 但 对 代数 结构 而 言 并 不 是 所 有 的 拓扑 空间 都 有 线性 的 代数 结构 , 即 是 线性 
空间 .在 有 线性 结构 的 度量 空间 中 , 有 的 还 可 以 引入 范 数 使 该 范 数 所 规定 的 度 
量 就 是 原 度 量 空 间 中 的 度量 , 而 成 为 赋 范 空间 . 显然, 赋 范 空间 是 可 度量 化 的 
线性 拓扑 空间 , 但 并 不 是 每 个 度量 空间 都 能 按 所 规定 的 距离 成 为 赋 范 空 
间 001 .在 微分 动力 系统 中 , 双 曲 不 动 点 的 结构 稳定 性 是 在 非 线 性 泛 函 分 析 的 
框架 内 进行 讨论 的 .同样 ,在 这 一 框架 内 还 可 以 讨论 无 穷 维 动力 系统 . 

讨论 双 曲 不 变 集 的 结构 稳定 性 时 , 往往 不 可 能 在 一 个 整体 的 欧 氏 空间 中 
进行 ,而 必须 在 流 形 中 进行 讨论 . 流 形 是 “局 部 欧 氏 ”的 , 即 在 其 每 一 点 的 附近 
与 欧 氏 空间 (或 欧 氏 空间 中 的 开 集 ) 同 胚 .于 是 ,有 必要 准备 微分 拓扑 的 工具 

架构 在 上 述 空间 上 的 动力 系统 , 是 确定 性 动力 系统 .如 果 在 概率 空间 或 模 
糊 拓 扑 空间 上 建立 动力 系统 ,就 分 别 为 随机 动力 系统 和 模糊 动力 系统 .后 面 章 
节 仅 适当 涉及 随机 动力 系统 的 基本 概念 . 
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动力 系统 底 空间 的 不 同 结构 使 得 动力 系统 的 类 型 是 多 样 的 , 而 底 空间 上 
映射 的 非 线 性 性 质 又 使 得 动力 系统 的 大 范围 性 状 是 复杂 的 .尤其 是 20 世纪 
60 年 代 以 来 , 随 着 计算 数学 和 计算 机 技术 的 发 展 ,采用 数值 模拟 的 计算 可 视 
化 方法 ,得 到 了 许多 令 学 界 惊叹 不 已 的 发 现 , 如 分 歧 ( 或 分 支 . 分 合 ) C bifurca- 
tion) JH. li (chaos) 、 孤 立 子 (soliton) 和 分 形 (fractal) 等 , 极 大 推动 了 动力 系统 的 
研究 及 其 在 非 线性 科学 研究 中 的 应 用 , 同时 数值 分 析 方法 (数值 实验 、 数 值 模 
拟 、 数 值 仿真 .数值 发 现 等 ) 也 成 为 一 种 重要 的 研究 方法 。 

“首先 讨论 区 间 自 映射 的 分 支 现 象 . 设 TCR 是 R 上 的 一 个 区 间 , z € TÉ 
KEARE S: II 的 不 动 点 . 当 | (zxo)| 关 1 时, zo 是 了 的 双 曲 不 动 点 , f 
在 xo 点 附近 是 结构 稳定 的 .下 面 ,讨论 Logistic 函数 族 在 非 双 曲 不 动 点 zo, 
Bn | f (zo)! =1 的 情况 . 

例 1.3.1 Logistic 函数 族 

f(x) = f(x,A) = Az(1- x) 
KUN. ABE . 
zr, = fr) <, € I = [0,1], n = 1,2, 
# PARWA, Ep AC [0,4]. 4 n — 1 Bf, f #E PIEI 1 周期 点 (不 
动 点 )z 人 =1-1/, 当 1<1<3 时 ,是 稳定 不 动 点 , 即 在 f 迭代 作用 下 吸引 
它 附近 的 点 ;而 当 A >3 时 , 是 不 稳定 不 动 点 , 即 在 氨 代 作用 下 排斥 它 附近 
的 点 ,A1=3 是 失 稳 的 临界 值 , 又 称 分 支点 .同时 ,在 41=3 附近 
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FG) = f° f(x) = ACA (1 — x)Y(1 — Az(1 — x)) 
有 两 个 稳定 的 不 动 点 


r) r$) = AL +) £ /(A + D(A-3)), 


Bp f 的 2 周期 稳定 点 , 其 分 支点 4,=1+V6=3.449…. 依 次 下 去 ,每 个 2 周期 
点 失 稳 后 又 产生 两 个 稳定 的 4 周期 点 …… 这 种 现象 称 为 倍 周期 分 支 , 其 分 支 
点 序列 14, 1 满足 


fA) quf GA oc 
其 著名 的 分 支 图 似乎 首先 由 Mav02 给 出 . 并 且 , la, AUTER: 
1° lim A, = 3.569945672.…. 


Àn T Àn- 
2° lim " = 8 —4.669201609---. 


me À, rl An 


其 中 常数 ó 称 为 费 根 鲍 姆 常数 , 它 与 区 间 上 光滑 自 映 射 函数 族 的 具体 形式 无 
关 。 

Logistic 映射 的 迭代 模型 ,描述 了 非 世代 重生 的 昆虫 逐年 种 群 量 , 而 作为 
最 早 发 现 的 混沌 模型 ,是 Lorenz 模型 . 


例 1.3.2 Lorenz 模型 
T = aly 一 z), 
Y br — y — zz, 


cz + zy. 


< 
ii 


lI 


轨 线 的 计算 机 程序 .如 下 程序 给 出 了 Lorenz 曲线 图 . 
# include < graphics. h> 

# define Xunhuan-factor 40000 

t define Zoom-factor 9 

float a= 10, b=28, c= —- 2.66667; 


float xdot( float x, float y, float z) {return(a * (y —x));! 
float ydot(float x, float y, float z) |return(b * x - y - x * z);l 
float zdot(float x, float y, float z) ireturn(c* z+ x * y);l 


main( ) 


| 
float x - 1,y 2 1,z 1, dt - 0.001, flag = 0, dx, dy, dz; 
int gdriver - DETECT, gmode; 


registerbgidriver( EGAVGA-driver) ; 
initgraph( &gdriver, &gmode, "") ; 
setbkcolor( BLACK) ; 


cleardevice( ) ; 


while(flag< = Xunhuan-factor) 
| 
putpixel( x * Zoom-factor + 320,480 — z * Zoom-factor, RED}; 
dx= xdot(x, y,z) * dt; 
dy = ydot(x,y,z) * dt; 
dz zdot(x,v.z) * dt; 
x=x+dx; y=y+dy; z= z+ dz; 
flag+ +; 
| 
getch(); 
closegraph( ) ; 
| 
说 明 ;Xunhuan-factor 控制 循环 次 数 , 即 描 点 个 数 , Zoom-factor 控制 图 形 
大 小 . 
Lorenz 模型 是 不 含 任何 外 在 随机 因素 的 确定 性 模型 ,其 兵 时 间 行 为 对 初 
始 的 微小 变化 十 分 敏感 ,具有 “内 在 随机 性 ”. 非 线性 系统 除了 混沌 .奇怪 吸引 
子 现象 外 , 另 一 类 现象 却 表现 出 内 秉 的 保守 和 对 称 性 质 , 如 孤立 波 D3.14 
1834 年 ,英国 造船 工程 师 J. S. Russell IYE Edinburg 附近 一 条 狭窄 的 运 
河中 观察 到 孤立 波 现象 .60 年 后 ,瑞典 Amsterdam 大 学 的 D. J. Korteweg 教授 
和 他 的 学 生 G. de Vriest161 在 1895 年 提出 了 流体 中 单 向 波 传播 的 数学 模型 


即 通常 所 说 的 Kdv 方程 . 又 沉寂 60 多 年 后 ,在 20 世纪 60 年 代 初期 ,利用 计 
算 机 数值 实验 技术 , 出 现 了 几 次 对 该 类 问题 的 重要 研究 . 1965 F, N. J. 
Zabusky 和 M.D. Kruskal 4t KAV 方程 用 于 等 离子 体 波 的 研究 ,首次 用 孤立 
子 (soliton) 一 词 描述 孤立 波 的 粒子 行为 .后 来 ,人 们 发 现 了 孤立 波 对 应 于 常 微 
分 方程 所 描述 的 某 些 动力 系统 中 的 同 ( 异 ) 宿 轨道 ,进而 发 现 与 涡 旋 、 灌 流 的 联 
AUS! .通过 一 大 类 非 线性 演化 方程 的 研究 ,同时 也 推动 了 无 穷 维 动力 系统 理 
论 的 发 展 . 

分 支 .混沌 是 动力 系统 的 时 间 演 化 行为 ,反映 出 系统 的 动力 学 复杂 性 . 这 
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里 , MIAM Liapunov 指数 是 描述 动力 学 复杂 性 的 重要 概念 .此 外 ,奇怪 吸引 

子 、 谢 流 的 结构 是 动力 系统 的 空间 复杂 性 , EU TT a VR X 28 2 a er er 

的 重要 概念 .同时 ,结构 与 随机 ,无 论 是 概率 空间 上 的 随机 现象 ,还 是 确定 性 系 

统 的 内 在 随机 性 , 又 伴生 而 交织 , 更 使 非 线 性 动力 系统 的 时 空 性 状 更 加 复杂 . 
本 书 围绕 这 一 主题 , 介绍 基本 的 数学 工具 和 方法 . 


第 二 章 “” 拓 扑 动力 系统 


拓扑 动力 系统 是 拓扑 空间 上 的 一 个 单 参数 同 胚 变换 群 , 其 一 般 理论 的 研 
究 始 于 20 世纪 初 G.D. Birkhoff 等 人 的 工作 !4.29201. 本 章 在 拓扑 空间 上 引入 
动力 系统 的 概念 , 并 通过 紧 致 度 电 空间 上 极限 点 集 , 非 游 荡 点 集 和 拓扑 粹 等 概 
念 ,着 重 讨论 轨道 的 渐 近 行为 ,以 及 轨道 在 拓扑 空间 中 的 稠密 性 和 混沌 
(chaos) .考虑 到 一 维 拓 扑 流 形 的 分 类 ,给 出 了 线段 和 加 周 上 自 映射 的 动力 学 
性 质 . 


$2.1 拓扑 动力 系统 


用 了 R 和 Z 分 别 表 示 实 数 集 和 整数 集 按 通常 加 法 构成 的 实数 拓扑 加 群 和 
整数 拓扑 加 群 , X 和 Y 分别 表示 拓扑 空间 . 

定义 2.1.1 设 GEIR,Zi,X 是 一 拓扑 空间 , 称 连续 映射 p:G x X 
X X 上 的 一 个 拓扑 动力 系统 , 若 p 满足 : 

(10)9(0, 2), Vx€X. 

(2)g(12 t s,x)0 olt, (5.30), Vt,sC G, x € X. 

此 时 , 空间 X 又 称 为 相 空 间 , z 也 简称 为 动力 系统 . 

有 时 , 为 了 指明 相 空间 , 又 将 动力 系统 记 为 (X, p) .特别 当 是 X £ Cr W 
分 流 形 且 p 是 Cr 映射 (> 过 1) 时 , 则 称 o 是 一 个 C' 微 分 动力 系统 . 

34 G = R 时, 称 动力 系统 p 是 X 上 的 流 ;如 果 o XE C" 微分 动力 系统 ， 
则 称 o 是 C 流 . 当 G=Z 时 , 称 动力 系统 p 是 X 上 的 离散 动力 系统 . 

对 X ERI S17) £ Stoll ff -— í € G, HE X BRE M o'i Xo X Ne'ixlb 
or). PR o! Hof E SEE SE o ,因而 ws 是 X 到 X 的 一 个 同 胚 , 且 满 
E: 

(1)e@° = id. 

(2)we''= 9*9, VMt,s€G. 

其 中 id 表示 恒 同 映射 , yg'。 gy’ 表示 复合 映射 .十 是 ,有 如 下 命题 成 立 . 

命题 2.1.1 o 是 拓扑 动力 系统 的 充 要 条 件 是 拓扑 空间 X 上 的 同 胚 映 
射 艇 1g 1: € G1 按 复合 运算 “构成 加 群 (1 € GI). 

由 此 可 知 , 拓扑 空间 X 目的 一 个 动力 系统 实质 上 是 一 个 单 参数 的 同 胚 变 
换 群 .于 是 有 如 下 与 定义 2.1.1 等 价 的 定义 . 

定义 2.1.2 iE GEIR, Zi EZRA o: G x X— X 称 为 拓扑 动力 系统 ， 


$2.1 拓扑 动力 系统 DE 


Eleh EGER X € x mgl iem trf HM Ge EPIS BE; CE 
IR,,Z. Bj, io € G1! 按 复合 运算 构成 半 群 , 则 称 o 为 半 动 力 系统 . 

不 言 而 喻 , 非 负 实数 集 R. 和 非 负 整 数 集 Z, 按 通常 加 法 构成 半 群 下 面 
不 特别 指明 Ge IR, ,Zi 时 , 则 指 GC IR, ZI. 

例 2.1.1 WE VICG,g - idi X— X M| ç 是 一 动力 系统 , 称 之 为 平凡 力 

例 2.1.2 设 X 是 圆心 在 点 (0, 1) 处 的 单位 画 周 , 与 实数 轴 及 相 切 于 
原点 DO 处 ,用 S=O 和 N=(0,2) 分 别 表 示 圆 周 上 的 南极 点 和 北极 点 . 设 
xEX\ 1NI 延 长 弦 Nz 与 R 交 于 r 处 ,于 是 得 X\ iNI 与 R\1+%| 的 一 一 
的 映射 g:zFr. 定 义 fiXo XN 


fae p zE X\IN, f g(y) = Telz), 
N r= N, 

则 f E x 上 的 离散 动力 系统 , 称 f 为 北极 映射 . 

例 2.1.3 TE R^ 中 定义 等 价 关系 一”: 

z~ yer- yE z, 
称 商 空间 T = R"/— Ñ n EIE. TE Rx T? LEX p:Rx T2— T? 3 
plt, (Cel [y] = ([z el [y + ah, Vr € R(Exl [y] € T. 

当 9 为 有 理 数 时 , 称 o 为 有 理 流 , 每 条 轨道 是 拓扑 圆 ; 当 0 为 无 理 数 时 , 称 p 
为 无 理 流 , 每 条 轨道 是 R 在 连续 单 射 下 的 像 且 在 T! ES. 

例 2.1.4 对 固定 的 a, BC R, Ille f: TT 定义 为 f(([zx],[y1]))= 
([xz+a],[y+B]), 由 此 导出 一 离散 动力 系统 . 称 为 环 面 T^ 上 的 旋转 映射 . 

注 2.1.1 流 和 离散 动力 系统 的 关系 .对 拓扑 空间 x 上 的 一 个 流 e, 将 
G 限制 在 Z 上 , 就 得 到 一 个 离散 的 动力 系统 ,此 时 称 该 离散 动力 系统 嵌入 于 流 
2 .反之 , 设 f:X 一 X 是 同 胚 映 射 , 由 命题 2.1.1 知 (X, 了 ) 是 一 离散 动力 系统 . 
对 任 一 离散 动力 系统 f, 是 否 存在 X 上 的 一 个 流 e, E 上 嵌入 p W? 一 般 来 
讲 , 不 一 定 有 肯定 的 结论 ;但 是 , 通过 扭 扩 (suspension) 的 办 法 , 可 以 将 f tk À 
到 高 一 维 流 形 上 的 流 中 .具体 的 作法 如 下 : 

BOX R4 m EC 流 形 , f:X 一 X JE Cr EJ, ERRE Rx X EE 
义 一 个 单位 向 量 场 ,方向 同 于 R 的 方向 , 由 于 紧 致 C"(r 之 1) 微 分 流 形 X 上 的 
一 个 Cr 向 量 场 ,总 能 产生 X 上 的 一 个 Cr 流 , 故 该 单位 向 量 场 在 RxXX 上 可 
产生 一 个 C" 流 9 满足 

g((,r) = pl(1+s,7x), Vr € X,st€R. 
在 了 RxX 上 定义 关系 “一 ”: 
(zyet-sEZ y = fr (zr) 
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显然 是 等 价 关系 . 作 商 空间 = Rx X/—, Ed&—t m 1288 C 流 形 . 记 
X 中 的 元 素 为 

[(G,x)] = IG, )) € Rx Xl(s,y) ~ (t, x)l, 
于 是 RxX 上 的 Cr Wo VES X Enc Wo: 

@([(z,z)]) = [(t + s, p(t + s, x))]. 

直观 上 , 流 o 是 从 横 截 面 101 x X/ 一 上 任 一 点 x 出 发 而 返回 10| x X/ 一 的 轨 
jÉ SE, 其 第 一 次 返回 的 点 怡 为 fox), BD. f Jew o 在 该 横 截 面 上 的 首次 返回 映 
射 (Poincaré 映射 ). 例如 , 当 x 是 单位 圆 ,而 f 是 关于 xz 轴 的 对 称 变换 时 XX 就 
是 一 个 Klein JR. 

由 于 流 和 同 胚 喘 射 的 如 此 关系 , 下面 着 重 介绍 离散 动力 系统 . 

ENM 2.1.3. iE (X, XE EUR, EATE XoCX WE f( X.C Xo, 
则 f ë Xo 上 的 限制 

flxo: X> Xo 
所 生成 的 紧 致 系统 (Xo, f |x FOR CX, D T AR. 

定义 2.1.4 R f:X— X 和 g:Y 一 了 分别 是 拓扑 空间 X 和 YY 上 的 自 同 
Wr, 若 存 在 同 胚 映射 h:X— Y 使 h。f = gh, WEAR f 与 g ERII, 
MEAR A 称 之 为 f 到 g 的 一 个 拓扑 共 斩 . 

EN 2.1.5 称 动力 系统 (X, gq) 和 (Y,y) 是 拓扑 等 价 的 , # e # [o] H: 
hiX— Y Bih(o(tx))- GOD, hGx)), KB s (+) t 的 严格 单 增 函数 ， 
又 称 同 胚 h; X> YEDIRA, pg) 和 (Y,y) 的 拓扑 等 价 . 

显然 , 拓扑 共 罗 和 拓扑 等 价 均 是 等 价 关 系 . 在 两 个 拓扑 等 价 的 动力 系统 
上 ,存在 一 个 同 胚 映射 将 一 个 的 一 条 轨道 保持 方向 地 映 成 另 一 个 的 一 条 轨道 . 

例 2.1.5 在 例 2.1.3 中 定义 的 有 理 流 都 是 拓扑 等 价 的 . 

证 明 对 任 一 0€ R, 记 例 2.1.3 中 定义 的 p 为 go, 下 证 go 与 po 是 拓扑 
等 价 的 . 设 p,q 互 质 且 p>0,0= gq/p, 由 数论 知 存在 正 整 数 r,s 使 


P r -1 或 -1 
q s 
TE "Tt T? 是 同上 映射 .于 是 由 
q s 


[x1] 


hego Ca ED) 7 |? r 
q s 


[y] 
_ [ bz + ry + pi] _ 
-| | = pal pt, hx Ly) 


知 go 与 po 是 拓扑 等 价 的 , 由 9 的 任意 性 , 故 所 有 的 有 理 流 都 是 拓扑 等 价 的 . 
定义 2.1.6 设 f:X>X 是 一 个 同 胚 , 称 集合 
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Orb(z) = |F G)l& € Z}, 
Orb' (r) = |f*(z)|# € Zl, 
Orb. (+) = 1 £^ (x)| e € Z, 
分 别 为 离散 动力 系统 f 过 点 x 的 轨道 , 正 半 轨道 和 负 半 轨道 . 
当 需 要 特别 指明 f 时 ,用 Orbr(z) 等 代替 Orb(z) 等 . 
命题 2.1.2 拓扑 共 固 或 拓扑 等 价 h 是 保 源 , 保 汇 , 保 轨道 的 . 
WEB] 仅 证 拓扑 共 斩 是 保 轨道 的 . 设 同 有 是 £ 和 gg 的 轨道 分 别 为 Orb (z) 
和 Orb, (4). H h° fo geh A 
h*sf'-gshesft!ccg' sh, 
可 知 
h(Orb,(z)) = Orb, CA Cc), 
BUBTRIESE h 是 保 轨道 的 . D 


$2.2 轨道 渐 近 性 


轨道 , 是 动力 系统 研究 的 基本 对 象 .本 节 介绍 轨道 的 不 变性 质 , 包括 回复 

定义 2.2.1 Ü f;Xo— X. E x€XHBEncNI f") x, WE x 
为 了 的 周期 点 ,过 周期 点 的 轨道 称 为 周期 轨道 ;如 果 

FOx)ex, f'(x)*tx, m-L2,-,k-1, 

则 称 & 为 zx 的 周期 ;特别 , 当 k&=1 时 ,点 xz 称 为 的 不 动 点 .了 的 周期 点 集合 
和 不 动 点 集合 分 别 记 为 Per( f) fll Fix( f). 

E AR, 一 条 轨道 为 周期 轨道 的 充分 必要 条 件 是 它 为 有 限 轨 道 . 

例 2.2.1 EX, 了) 是 平 几 动力 系统 , 则 Per(x)=Fix(f)= X. 

例 2.2.2 i fiXo X 是 北极 映射 , 则 Fix( f) = IN, SI. 

例 2.2.3 设 旋 转动 力 系 统 S:T T 定义 如 例 2.1.4, 当 a 和 有 E 
有 理 数 时 , 每 一 轨道 只 有 m 个 点 , 故 Per( f) = T? 且 周 期 为 m. 

定义 2.2.2 Ú r€ X,# F:X 一 和 连续 , 称 

L,(x) = Q UC GOTE nl 

为 轨道 Orb(z ) 的 o 极限 点 集 , M Luo UL.(z)2 fH w 极限 集 , F 
fiX—X AE, Pk 


L,Cx) =A | k(z)l1 £ => nl! 
为 轨道 Orb(z) 的 a 极限 点 集 ,而 称 L. = UL. (z) L= L, Ú L, 分 别 为 上 的 
a 极限 集 和 极限 点 集 ; 若 上 连续 但 不 同 胚 , 则 称 世 = 工 。 为 的 极限 点 集 . 
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有 时 也 记 工 ,。 M La LAB LP). 
注 2.2.1 定义 2.2.2 PH LC) IL Cx) X ToS 
L.,(z) = ly € X| 3n,Z + 9o f& f(z)— yl, (2.2.1) 
Lal) = |y € X| 3n; 7 + oo f f "(x)- yl, (2.2.2) 
其 中 万 + oo 表示 n 严格 递增 , L。(x) 和 L(x ) 分 别 表示 f 的 正 半 轨道 和 
负 半 轨道 的 极限 点 集 . 
定义 2.2.3 # ECX H.fJ(E)- E,W# E Ag f 的 不 变 集 . 
命题 2.2.1 集 ECX 为 f 的 不 变 集 的 充 要 条 件 是 
y € E=Orb(y) C E. 
证 明 首先 , 设 yCE,d f/(E)- E fi COO€C CE) E, S Orb(y)C 
已 .反之 ,由 Ob()CE, 8 f(y) EE Ff (y) € E, f(E)= E. 0 
容易 证 明 如 下 命题 . 
命题 2.2.2 集 Orb, (x), Per( 了) 和 Fix( 六 是 映射 f 的 不 变 集 . 
$583 2.2.3. Ub fiX— X I] BE, XE E x € X, 4 Lax) L(x) 是 闭 
集 ; 更 若 X 是 紧 致 拓扑 空间 , 则 L (+) 1.(zx) 非 空 且 是 了 的 不 变 集 . 
证 明 f 的 a 极限 点 集 是 广 ! 的 o 极限 点 集 , 故 仅 对 L.(z) 进 行 证 明 . 
由 定义 2.2.2 LL, Cx) & DHL A6, R H X 的 紧 性 知 L,(x) 关 乡 .下 面 利用 
(2.2.1) X£WL,(xr)4R fS. ER, S SR f(L.(x))S 
L. x), W£ HAE 


Lal) f(L.,(x)). (2.2.3) 
任 取 yE L (z), 3n; 7 + oo 使 f(x) y. H X 的 紧 性 , 在 集合 | P C) 
中 有 收敛 子 列 , 不 妨 就 记 为 1P” aN e TE, FE z€ XX, 使 
ICz) 一 z， i— + °, 

故 zE L, (z) Efl) f(z), HIRR BEIDE - TEX y — f( z), Hl y € 
f(L Gc), Raf Q2. DARE. o 
命题 2.2.4 设 同 胚 有 是 动 力 系统 (X, 9) 到 (Y,y) 的 拓扑 等 价 , 则 
h(L?(p)) = LS(h(p)), Vp € X, 

其 中 L?(p) 和 Ls(h(p)) 分 别 是 动力 系统 o 和 y 的 w RRR. 

证 明 留 作 习 题 . Ú 

对 a 极限 集 , 亦 有 类 似 结论 . 

定义 2.2.4 设 f:X 一 X 连续 ,点 x EX 称 为 是 了 的 游荡 点 ,如果 存在 
+ 的 邻 域 U, 使 得 /-"(U)(n 尖 0) 是 两 两 不 交 的 .如 果 点 >€ X 不 是 游荡 点 ， 
则 称 为 非 游 荡 点 .其 集合 称 为 了 的 非 游 划 点 集 , 记 作 QC). 

注 2.2.2 用 U, 表示 zz 的 邻 域 , 则 
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Q(f) = ir € X| VU, Ik € NE f t(U,) n U, > Øl. 
(2.2.4) 
注 2.2.3 Æ f.X— X AR, Bi 
Qf) = iz € XI VU, 3k € ZV10l E (U, n U, = dH, 
(2.2.5) 
显然 
fU) N U = @S@SU n f (U) = Z. 
定理 2.2.1 设 X 是 紧 致 拓扑 空间 , f: X— X 连续 , 则 
(DL,CO&QOC(O, ik AMED. 
(2)0( 亡 是 闭 集 . 
BOFADA ESJAR, WIL (reocpBfricacp)- 
QCf). 
证 明 E EEE). AX EXNHLCAOZ Z, tX y € L, ( f ) 
= UL,G), 应 存在 zxEX 使 yEL(z). 于 是 对 y 的 任 一 邻 域 U， 存在 m, 
kEN,m>k 使 
F(x), (z) € U, 
从 而 
FUN UED, 
S € Q(/), Sie ON. 
其 次 ,证 结论 (2). 只 需 证 游荡 点 集 XN OCA) ROT SL IE z€ XN Q(f)I 
存在 x 的 邻 域 U, 使 
FUD NAS” U) = Z, Vn,m € Zn m. 
任 取 x € U, 则 存在 UL C U,, fi 
f*(QUO20 £"(QU,)- @, Vn,m € Z.,n Z m, 
Hp r 是 游荡 点 , U, 是 游荡 点 集 ,于 是 
XNOCP) - UU. 
是 开 集 , 故 Q(f) 是 团 集 . 
最 后 ,证 结论 (3). 任 取 z€ QCO, BEERC f(x) 的 一 个 令 域 U, 由 f BE 
续 性 知 f UE x 的 一 个 邻 域 . 出 (2.2.4), 存 在 nEN 使 
FOE UDAI) Z D, 
从 而 
f'U N U#Ø, 3in€N, 
MDEA), B z PHERHIERI /COCOD)COCO FE f: X— X FH, Hi 
注 2.2.3 知 Q(f 0D=Q(CP). 对 广 :利用 上 证 结论 有 
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六 CQC 广 DCQC 广 1)， 
从 而 
ACN TFA), 
故 Q( 了) 是 f 的 不 变 集 . n! 
在 非 游 功 点 zx 的 附近 ,总 可 以 找到 -点 < 其 一 段 轨道 ja， f(a),…， 
f (a) Came x 的 附近 . 
定理 2.2.2. 设 X 是 紧 度 量 空 间 , f: X— X 连续 , D 
Q(f) = ix € X|VU, EN 250, 3n > N fB f U.) N U, Z E. 
证 明 记 上 式 厂 端 子 集 为 o, WAATA), F HE 
QCf) C x, (2.2.6) 
TES REL. XE € Q( f) N»0, n r E pU, RA z € Q; 
如 果 z 不 是 的 周期 点 ,对 xz 的 任意 给 定 的 一 个 邻 域 U, 取 r0 使 球 B( >, 
r)CU,nfUNrE:38€(0, rË 
f^(BGr,8) N Blr, 8) = Ø, k = 2; N -1, (22.7) 


若 其 不 然 ， 对 一 切 使 二 < rOGLU n, EE zx, Sk, E11,2,…,N -1 使 


Ta E fl [æ+] | B B| eL], 
从 而 
z, € p| z, 4) >z, (oi) (2.2.8) 
f^ (z,) € B zT | ona (n=). (2.2.9) 


HF RCIL2,, N-1--Ul n > 二 成立 , 故 可 选 出 子 列 jks UT f kn = 
k, ISRN - 1, XE] j REH njo, (一 co), 从 而 (2.2.9) 式 含有 子 列 
使 


f'x,)€B 


由 f 的 连续 性 并 联合 (2.2.8) 得 K(x)=x, 与 x 不 是 f 的 周期 点 相 牙 盾 , 故 
断言 (2.2.7) 式 成 立 . 但 x€ 0Q(f), 故 存在 n 宇 N 使 
f "(B(x,6)) N B(z,ó) Z Ø. 
由 于 B(x,6)SU, 从 而 (2.2.6) 成 立 . D 
注 2.2.4 若 X 是 紧 度 量 空间 , f: X— X e, h 2.2.3 可 知 
Q(f)- ix € XQIVU, AEN» 0, dn > N fšë (U) 1 U = GI. 


l| 
TU x (j—9), 
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92.3 轨 着 稠密 性 


本 节 通 过 极 小 性 , 传递 性 和 混合 性 来 讨论 轨道 在 相 空间 中 的 稠密 性 问题 . 

定义 2.3.1 称 动力 系统 F:X -一 X 是 极 小 的 ,如 果 对 任 一 zEX, 当 
f: X— X 同 胚 时 有 Orbr(z) 在 X 中 笛 ; 当 f: X— X 连续 时 有 Orbr (z) 在 X 
"ga 

例 2.3.1 北极 映射 导出 的 动力 系统 不 是 极 小 的 , 因为 Orb(N) 
和 Orb(S) 在 X 中 不 稠 . 

例 2.3.2 旋转 映射 fi —T 

FLzl[y))=(z+el[y+p]) 

X a MBAKA, BII V ki, k EZ, ki 2 天 0 使 Ria+A2p8 天 0 时 , 矿 是 极 小 
的 . 

定义 2.3.2 动力 系统 f:X 一 X 称 为 是 拓扑 混合 的 , 如 果 对 任意 两 个 非 
空 开 集 U,VCX, 存 在 NEN 当 n>N 时 有 (UD)N VZ Z. 

较 定义 2.3.1 和 2.3.2 弱 的 ,是 如 下 定义 . 

定义 2.3.3 称 连续 映射 f, X X 为 单 边 拓 扑 传递 的 , 若 存 在 zEX 使 
Orb+ (1) E X AEE f: X— X FIBRE H EE TE c € X fii Orb(z)£# X 内 稠 , 则 
Wk f 为 拓扑 传递 的 . 

显然 ,了 的 极 小 性 可 推出 传递 性 . 


例 2.3.3 在 集合 0,1, 上 ,1 二 | n>2 上 取 R 导 出 的 拓扑 ,定义 


x=1 
f(x) = 一， r= L n>n, 
1- H, z21-la i 


HO x€XV10,11 ER Orb(x) 在 XX 中 稠 , 故 是 拓扑 传递 的 .但 是 , f AS RS 
拓扑 传递 的 . 

定理 2.3.1 设 X 是 紧 度量 空间 , f:X 一 X 同 胚 , 则 了 为 单 边 拓扑 传递 
的 充 要 条 件 是 了 拓扑 传递 ,日 Q (f) = X. 

证 明 首先 证 必要 性 . 设 f 是 单 边 传递 的 , 故 存在 z € X, 使 Orb(zo) 包 
& X 中 的 稠 子 集 Orb' (xs), 从 而 了 是 拓扑 传递 的 .下 证 QC/) 7 X RR 
FR, X 中 必 有 游荡 点 ,于 是 存在 非 空 开 集 U (EL P CU) In € ZI EN A SCR. 
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另 一 方面 ,由 Orb* (ro t X 中 稠 ,应 存在 no 宇 0 使 olro) EU, MN 
f'"(r)€c€ PCU), n = 0,1,:: 
在 轨道 Orb' Cro) BEP no 个 点 ro A(xo),…, f (xzo) 要 分 别 属 于 无 穷 多 
个 两 两 不 相交 的 开 集 / “(UU), m EN, 是 不 可 能 的 ; 故 Q(f)= 成立 . 
再 证 充分 性 .显然 , F(X)=X. 按 下 面 将 证 明 的 定理 2.3.3, 对 X 中 任意 
的 非 空 开 集 U 和 V, 若 存在 有 之 1 使 
f*(U)ñn VG (2.3.1) 
成 立 , 则 f 是 单 边 拓 扑 传递 的 . 另 -一 方面 , T f 是 拓扑 传递 的 , 利用 下 面 的 
定理 2.3.2, 应 存在 m € Z OT AE, 
W = (U) n V = 8g. (2.3.2) 
E m <0,MJ2 = — m >1#84(2.3.1)5R GE; WI, H Q ( f) = X K E FE 
2.2.2, 应 存在 n>m + 120 f 
f "(W) A W = Z, 
代入 (2.3.2) 式 定义 的 非 空 开 集 W, 自然 有 
fm) U n v Z 2, 
Ja k= n- m21, ERR2.3. DRZ, 从 而 是 单 边 拓 扑 传 递 的 . D 
定理 2.3.2 设 X 是 紧 度 量 空间 , f. X— X 同 有 是 , 则 以 下 结论 等 价 : 
(1) 了 是 拓扑 传递 的 . 
DE X 中 的 开 集 U E f 的 不 变 集 , 则 U= 名 ,或 者 UU EXPE. 
(3) 对 X 中 的 任意 非 空 开 集 U MV, WEE n€EZ 使 
FF(U)N v = 2. (2.3.3) 
证 明 (1)=(2) 设 /是 拓扑 传递 的 , 则 存在 xo € X fi Orb( ro) Œ X 
中 稠 .于 是 ,对 X 中 的 非 空 开 集 U, 存在 woEZ, 使 Po(zo)EU. 再 由 (2) 的 条 
件 fA(U)= 口 或 U=f U), YII X 中 的 稠 子 集 
Orb(xg) = if (xo) ln € Z! C U, 
故 U EXPR. 
(2)5(3) 设 结 论 (2) 成 立 , 且 U,V 是 X 中 的 非 空 开 集 , 作 B. 


= U FOU). Fk B ë X 中 /不 变 的 非 空 开 集 ， Bk X rpg, SON 


Ú, FO0nvsdg, 


则 存在 nczthk Q. 3. 3) 成 立 ， 
(3) 之 (1) 设 结论 (3) 成 立 ， 取 紧 度量 空 = [a] X 的 可 列 基 | 1 作 和 集合 


F, = U. fm(U,), n-7012,- 
显然 F (n =1,2,: ..) 是 f OR dens xz 开 集 , 且 由 (2.3.3) 知 其 在 X 中 稠 . 则 


82.3 SUENE .19 ， 


NF, #8. 
BN, 取 其 余 集 有 
X=| NF -ÜXNF,. 
上 式 左 端的 非 空 完备 度量 空间 x 为 第 二 纲 集 (Baire-Hausdorff 定理 ), 右 端 为 
可 列 个 稀 朴 集 X X F, 的 并 是 第 一 纲 集 , 二 者 也 盾 , 故 断 言 成 立 . 取 zo € 
全 F,, 则 存在 m, € Z fib 


ro € f"(U,), n —12,- 
或 
f xo) E Un n = L2, 
即 
Orbl xo) N U, = Ø, n = 1,2, 
Wm] U,12 E X 的 可 列 基 , 故 对 X 中 的 任 -- 非 空 开 集 v 有 
Orb(xo) N V Z Ø, 
Bl Orb(zo) 在 X 中 稠 ,从 而 f 是 拓扑 传递 的 . 0 
定理 2.3.3 Wb X 是 紧 度 量 空间 , f;X 一 X 是 连续 的 满 射 , 则 下 述 结论 
等 价 : 
(D f 是 单 边 拓扑 传递 的 . 
(2) 对 X 中 的 任 一 开 集 U, 若 /1(U)CU, 则 U= 名 ,或 者 U 在 X 中 
88. 
(3) X 中 任意 的 非 空 开 集 U MV, WEE n € N f# 
f "(UN Vg. (2.3.4) 
证 明 证 (1)=>(2) 只 须 证 明 结 论 (2) 的 等 价 命题 :对 X 中 的 任 一 闭 集 
4, 若 ACFIA) 则 A=X 或 者 4 是 无 处 稠 集 . 下 设 闭 集 A 不 是 无 处 稠 集 ， 
即 存在 X 中 的 非 空 开 集 U 使 UCA .由 结论 (1), 存在 zoE XX, 及 之 0 使 
F (z) € U C A, 


从 而 
f (x9 € f(U) C /(A) C A, 
由 此 归纳 得 
f(x) In > | C A, (2.3.5) 
取 其 闭 包 有 


{fixo |n => >l CA. 
注意 到 Orb' (zo) = X, 上 式 左 端 为 
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[Fld ln Eki = Xo fro frg Ero), 
再 代入 上 式 ,得 
A U Exo, fCr s FIG] = X. 

用 f 作用 该 式 & 次 ,注意 到 了 满足 (2.3.5) 式 ,可 得 4=X, 故 结论 (2) 成 立 . 

其 余 证 明 类 似 于 定理 2.3.2 中 的 证 明 . n 

由 定理 2.3.2 立即 得 到 如 下 定理 . 

EH 2.3.4 设 X 是 紧 度 量 空 间 ,f:X 一 X BHK, HEINES, M £ d 
扑 传递 的 . 


82.4 ”线段 自 映射 


设 T= [0,1], f: I 1 连续 , 称 系 统 (1, 了 ) 为 线段 连续 系统 , 表示 为 (了 I, 了) 
EC' .一 个 自然 的 问题 是 :如 果 f 具有 一 个 & 周期 点 ,那么 上 是 否 还 有 其 他 
m= bJ B| RH. 1964 年 乌克兰 数学 家 沙 尔 可 夫 斯 基 (A.H. IaprkoBpcKra 或 
Sarkovskiil20) 发 现 了 一 个 相当 完美 的 结果 , 指出 了 的 周期 点 的 周期 呈现 出 相 
当 整 齐 的 规律 性 .但 这 一 结论 长 期 鲜 为 外 人 所 知 , 直到 1977 年 斯 捷 几 (P. Ste- 
fan)t221 纠 正 原文 一 些 不 有 要 之 处 后 用 英文 介绍 出 来 为 止 . 此前, 1975 FEAF 
天 岩 在 美国 马里 兰 大 学 攻 博 期 间 与 其 导师 ]. Yorke 发 表 了 一 篇 震动 学 林 的 论 
XID, 第 一 次 从 数学 上 提出 了 混 汪 的 精确 定义 .他 们 的 工作 引发 了 一 维 动力 
系统 至 今 不 衰 的 研究 和 莲 勃 发 展 24- ?1 

定义 2.4.1 称 自然 数 集 N 的 排列 

345474d9«4-- 
42:342:542:742: 94: 
422.342 - 542 -742 - 9q-- 


eeese23242]]2dq42xd241 

为 Sarkovskii JE, Xf a q g RB 在 a 之 后 (或 a ER Z BID). 

f 所 有 周期 点 的 周期 的 集合 , 记 为 PP( 7). 

定理 2.4.1 (Sarkovskii 定理 ) BU, /)€ C^, m € PPCA£)H. mn, 
则 n € PP( f). 

目前 , 已 有 不 少 Sarkovskii 定理 的 简化 证 明 , 其 中 一 种 用 图 论 方法 作出 的 
简洁 证 明 被 L. Block, J. Guckenheimer, M. Misiurewicz 和 L.S. Young? 4& H N 
这 里 不 再 叙述 . 

由 Sarkovskii 定理 直接 得 到 如 下 推论 . 


$2.4 线段 自 映 身 D 


推论 2.4.1 设 (1, £)€ C0, H3€ PPCO, WIRE En € N, A 
n € PF( f). 0 

下 面 介绍 Li-Yorke 定理 时 ,将 给 出 推论 2.4.1 的 一 种 直接 的 证 明 . 

# 1 上 的 一 个 闭 子 区 间 为 ~ 个 线段 , 记 为 J.K L 等 ,下 面 给 出 /作用 其 
上 的 性 质 . 

al 2.4.1 f(K)OL 的 充 要 条 件 是 ,存在 J=[r,8]CK, 使 fO) = 
L HJ 是 极 小 的 , 即 不 存在 的 真子 线段 帮 i 使 F(J)= 工 成立. 

证 明 充分 性 是 显然 的 , 下 证 必要 性 . 设 /(K)OL, iu L = ], 故 在 
E a, BEK 使 


f(a)-2o,f(B) = x. 
T a < B.T 
r -suplt € K |£ < B, f(£) = el, 
8 = inf|£ € Kla < t, 5) = cl. 
令 J = [yr,8]. 由 于 连续 映射 f£ BRALEE GEB E) NRE, k J DOK. 

引 理 2.4.2 4 f(K)ƏK,MI#f#£E x € Fix( OK. 

证 明 记 K=[o,r], 由 引 理 2.4.1 存 在 极 小 线段 J = Lo, B1C K f# 
f(J)= K, PR 

fa) = o <a < B< z = fP), 
考虑 连续 函数 fO.) r 在 三 的 两 端点 ac fug 上 的 值 
fla)-a <0, F) - Bp > 0, 
故 存在 EJ ESOO -g= 0, BEI An. Ll 

引 理 2.4.3 ” 设 线段 序列 I, 1c, In 满足 条 件 f(1) 防 141, j= 1, 
2,-5,n-1, fO Dh, WEE x € Fix ONL 88 f£? ! ()€ E, j=1, 
2, n. 

证 明 由 引 理 2.4.1, FLA RE D PI E RER DDD DJ, B GS 
fU )=l1 j= l, n 1, f "(J.)= L, DJ, 189] HE 2.4.2, FE x € 
Fix( £”) J, , Bulb a EZ AL. g 

f 的 任意 一 条 三 周期 轨道 总 可 以 适当 重新 编号 为 下 面 两 种 情况 之 一 : 

X9 € zí < r3 或 zo > zí > To 
其 中 x = f(xo), r= jzi) .下 面 定理 的 条 件 比 3C PP(f) 稍 弱 . 
E 2.4.2 RU, NEC, ETE z € 1 使 得 
z3 < =< ro < ox, < rj FR ri Z To Doxiq > Ts (2.4.1) 
FUB ora f(zo),z2= f(zi)K z = f(zə), M] k € PP( f), 对 任 一 &EN 成 
AL. 
证 明 设 (2.4.1) 第 一 式 成 立 ,又 记 K i= [zo xil Ka [z i, x2] 显 然 
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f(Ki) 2K» /f(K;)Ə K, U K,. 
由 引 理 2.4.2, 存 在 p€ Fix( f) K;, Bl k = 1 WF & € PP( f). FE k>1, fE 
151 
h = K, L= K, j2UV2,,5-1. 
易 知 , 其 满足 引 理 2 4.3 的 条 件 , 故 存 在 


p E Fix) Y Kao YA> 1 (2.4.2) 

使 得 
FIPE L, j= 1,2,.,k (2.4.3) 
下 证 是 点 p 的 周期 .首先 ,容易 核验 如 下 断言 :如 果 点 p ABB <. EZ 
fp) = pep 的 周期 n 能 整除 . (2.4.4) 


FE, 34 pk=2 或 3 时， 如果 点 p 有 小 于 & 的 周期 ,那么 p€ Fix( f). 再 由 
(2.4.2) 和 (2.4.3) 知 
p€ K, QK = lul, 
这 与 条 件 f(x1) = z. >< PARLE E =2,3 时 ,有 kEPP( 了 ) 成 立 .于 是 ,不 妨 
设 rolar la: E SZARA. FE k> 是 点 pb 的 周期 . 
若 其 不 然 , 存在 ;EN, s<k ES p 的 周期 .由 (2.4.4) 式 ,存在 m € N 使 
k-stndü p, f£) (p) job2. 6-1. TEHLE 
P» Pis P2, Par, Pre-! (2.4.5) 
由 m Bs 周期 轨道 p, p1,…, p GERM, AT p, i p 1 由 (2.4.3) 有 
b. €C Kop ac Ku Bl 
pei €E Kol Ki = lzi, 
IREI p, im xis ANT p= x2 pim xo. k 385, (2.4.3), p € Ko, 5 
xo€ Kj 矛盾 , 故 所 设 整数 s 是 不 存在 的 ,从 而 上 >3 时 有 EPP(f). 
定理 2.4.2 是 Li- Yorke 定理 的 前 一 部 分 , 下 面 介绍 后 一 部 分 .前 一 部 分 
是 Sarkovskii 定理 的 特 款 ,但 后 部 分 却 指 出 了 周期 三 蕴涵 混沌 的 重要 事实 . 
EN 2.4.2 设 (X,f) 是 紧 致 度量 系统 ,d 是 X 的 一 个 度量 , 称 f fE X 
上 是 混沌 的 , 若 存在 不 可 数 集合 SC X 满足 如 下 条 件 : 
(1) lim sup d (f'(x), f (y) 50, Vr,y€ S. ay. 
(2) lim inf d (f (x), f* (30) = 0, Vx,y€S. 
其 中 , s 称 为 上 的 混沌 集 . 
定义 2.4.3 dba dx 的 度量 , 称 点 xEX f Imma 
limda (fx), f(9)) = 0, 3p € Per) 


成 立 . 
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命题 2.4.1 B(X, 户 是 紧 致 度量 系统 , d 为 X 上 的 一 个 度量 ,车 S 是 f 
的 混沌 集 , 则 y ES 内 至 多 只 有 一 个 渐 近 周期 点 . 
证 明 d r,y€ S,zZy 是 f fE S 内 的 两 个 不 同 的 渐 近 周期 点 ,于 是 存 
在 p, q € PerC 六 使 
limd( f(x), (9)) = 0; (2.4.6) 
limd (f Cy), f*(q)) = 0. (2.4.7) 
Xi pq, 
0x; dCF (x), FOD < dCFP Gr), FCR) + dF Cp), FCD), 
联合 (2.4.6) 和 (2.4.7) 式 与 定义 2.4.2 的 条 件 (1) 矛 盾 . 
E p 关 gq, 记 
e = minld(u,v)lu, v € Orb(p) U Orb(q), u Z vl. 
显然 e >0, 且 可 以 证 明 
inf(d f(x), O) >e > 0 
与 定义 (2.4.2) 的 条 件 (2) 填 盾 , 故 命题 结论 成 立 . u 
在 介绍 Li-Yorke 定理 中 混沌 集 的 存在 性 之 前 , 先 给 出 如 下 引 理 . 
引 理 2.4.4 ” 设 gE€ C71), 而 闭 线段 序列 | M1”_o 满 是 条 件 
M,CI, M,aCg(M,), Vn€N, 
则 存在 闭 线段 序列 1 Qi- 使 
Q. CQ. C Mo g'(QQ)-2M, Yn€N, 


B Q= ÑQ, 是 单 点 集 或 团 线段 , 当 =€ Q 时 , a"(x)E M, EE n EN R 
3E. 
证 明 ”用 数学 归纳 法 据 引 理 2.4.1 可 证 . n 
E 2.4.3 BU, f) € CP, EFE xo € THE ZR PF (2.4. 1) LO, 则 在 
IN Per(f) 中 存在 混沌 集 S 使 
limsup| Cf" (æ) -f(p)l»50, Vr€S,p€Pet(f) (2.4.8) 
成 立 , 即 S 中 不 含 太 的 渐 近 周期 点 ， 
证 明 采用 定理 2.4.2 中 的 记号 ,其 中 Ki = [xo xil K; [xi 22]. H 
于 
FÉ(K) DƏ f(K3) 2 Ky, 
FK) 25 f(K)) 2 Ks, 
据 引 理 2.4. 1, 存在 闭 线段 J1C K ,, J.C K, 使 
fJ = Ky, fU) = Ki, Jn = 2, 
于 是 
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PCD mn PÉOUDSOSKIUK;2J UJ; (2.4.9) 
令 g= ,内需 对 g 证 明定 理 的 结论 即 可 . 
Stepl id 
hc [mi mi], J: = [ mo, ms]. 
HP 0m my m< m:<1. BIE 2.4.1 并 利用 (2.4.9) 式 ,可 归纳 地 
证 明 :存在 财 区 间 套 
J2 D lap bo] Dlan bi] D Dlan b,] … 
使 
glao) = mz, g(bo) = ms, 
glani) = apog (bai) = b, mn -0,1,2— 
且 存 在 m. < s ay (sÀ m> s> bo), FINIE s ap, fli 


g(s) S mi, (2.4.10) 
于 是 ,存在 ao b ET 使 
a" = liman, b' = lim b, . 
SA, f(a*,b* D-[a*, b" J, HH F(2.4.10)8 


güxí5a'D2J4. 
Step? 对 任 …rE(0,1), 妇 纳 地 构造 闭 线段 序列 Er = |M (n1 =o. 
i 10EN 是 使 ior 的 整数 部 分 [ lor] =1 的 最 小 正 整数 , 记 
E'( = IM (0), e, MUDI, 


J2, 0x j < lõ» 
Js j= i. 
设 >l 时, Er (2)= |M'(0), : M (lD E X, 
E'(Q + 1) = IMO), MP), M CO 0D, M'CU + 1))1, 
其 中 M0), -, MODS Er(02) 中 的 对 应 项 相同 , T 


M'(j) = | 


2 [ax ba ] j = 1,2,7:5,24/- 1, 
M'(l +j) = 
í j) [m»a*], j = 21, 
Ji» [Q +1)r]- [ir] = 


r 1, 
M'((1*1)?) = | 
NA M'(ÜO-20,. [Ox 0)r]- Ur] = 0. 
显然 , [CC+ DrTf -Urleio,11 和 于 是 完成 E 的 归纳 定义 . 记 
P(E', 2) = Card( | M' (n) € E'(CO)I] M'(n) S Jan = 01 UL). 


H E CI) HANE SC, 易于 证 明 
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P(E', D) = [ir], VLEN. 
HF 
(L- k)r < [Ir] < tr, 
其 中 & 是 某 个 正 整数 ,于 是 


r 2 
lim PE ) - lim H = (2.4.11) 
同时 , 可 以 证 明 : 当 0< ri<r<1l 时 ,对 任 一 NEN, 存 在 IEN, 使 
[CC +1)r] [iri] Z [Q + 1)r>] — Url. (2.4.12) 


若 其 不 然 , 存在 NEN 使 
[Cr Drl- [I i] = [OU +1)r2] o [r], VIN 
成 立 .由 FE" 的 归纳 定义 可 知 , [Lri] 和 [4rs] 最 多 相差 一 个 常数 ,将 其 代入 
(2.4.11) Hf río rs 与 ri<rs 蔬 盾 , 故 (2.4.12) 成 立 .由 此 ,存在 自然 数 序 
列 
I < I, < --: < t, < ::: 
使 
[Oa + Dri] - [lari] Æ UG, + Drjb-[4r,] Vn € N, 
(2.4.13) 
成 立 . 
Step3 ”由 E 的 归纳 定义 知 其 满足 引 理 2.4.4 的 条 件 , 故 存在 闭 线段 序 
IQI =o fE 
QER, CJa g (Q7) = M (na), Vn€Z. (2.4.14) 
ENAS € M'(n), Ya€Z. (2.4.15) 
其 中 Qr 或 是 单 点 集 , 或 是 闭 线段 . 对 满足 (2.4.12) 的 /有 
Mn( + 1) A MAU + 1)2) = Z. 
结合 (2.4.14) 有 
Q^, n QU = Ø 
或 
Q"nq"- 2, ri Z r>. 
因此 , 至 多 只 有 可 数 个 rC (0,1) 使 Qr 不 是 单 点 集 . 记 
S = |z € Ilr € (0,1) E Q 是 单 点 集 |， 
则 s 是 不 可 数 集合 , 且 SCINPer(g). 
Stepá iE S 是 混沌 集 . 
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首先 , 设 zu rz2ES,0<r<r «1, H(2.4.13), (2.4.15) I M" (n2 EH] 
定义 ,有 
[g^ P (an) - gest Gn)m du) >0 Vn €N, 
因此 ， 
lim sup| g” (z) - g" (x)| >da’ J.) > 0, 
其 中 agus dm J 5 J: bg. 
其 次 , 设 r, r2€ S, 0< riS r<1. H E 的 构造 性 定义 ,有 
M(1? +1) 2 MU? +1) = [aaa’]. 
H (2.4.15), 有 
g (ari), g (a2) € [aya a I. 
因此 ,由 ay 2a" (L7 + o) 


liminf | pg" (2"1) g(a?) |< lim | gan) _ gan) | 


<lim fa” - aaa] = 0, 
故 S 是 混沌 集 . 
Step5 证 S 中 不 含 g 的 渐进 周期 点 . 
Ë rrES,0<r<l. 由 (2.4.15) 式 , 易 见 存在 无 穷 多 个 ”使 
g’) EJ 
又 存在 无 穷 多 个 ,使 
g" (Xx) € J>, 
故 
lim supl g” (x) - g'(p)] 50, Vu € S, p € Per(g), 
即 x’ 不 是 g 的 渐 近 周期 点 、 
综 上 所 述 ,定理 证 毕 . u 


$2.5 IS E IHR 


在 研究 紧 致 低 维 流 形 上 的 动力 系统 时 , CSS ZE aj EE TEL] P0011 B e 38 
有 用 的 拓扑 工具 .本 节 采 用 将 圆周 自 映 射 提升 为 直线 自 映 射 的 方法 , 研究 圆周 
自 同 胚 动力 系统 的 性 质 , 给 出 轨道 周期 点 的 存在 条 件 , 非 游 功 点 集 的 构造 和 目 
FIBER RF 2:365, 并 介绍 Denjoy 定理， 
称 单 位 模 复 数 的 集合 
S'-ize€Cllzl = 1l 
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为 圆周 . 
定义 2.5.1 称 连 续 映射 E:R- S! 为 圆周 S! 上 的 覆盖 映射 , 如 果 对 任 
意 的 z€ S! 存在 z 的 开 邻 域 W., 使 得 
E !( W.) = UU. 
其 中 U,(a ET) 是 不 相交 的 开 集 , 且 对 每 一 个 € P. Elu 是 从 U。 8I W, 上 的 
同 胚 , 又 称 R 是 S! MARZE, W, 为 允许 开 邻 域 . 
命题 2.5.1 EX E:R—S'N 
E:z >e", Vr € R, (2.5.1) 
则 E;R-S!JÉS EAT. 
证 明 对 任 一 +€ S!, 取 z 的 开 邻 域 
W. = SIN -zh 


使 得 

UE ME | 
WUF@3E[| z+ 一 士 ,z +k+ 赴 | 1kEZ| 即 为 使 成 为 覆盖 映射 所 要 求 的 
HRB. 0 


定义 2.5.2 设 正 :R->S1 是 覆盖 映射 , 若 fis S! 和 下 :R->R 是 连续 
映射 , 且 满 足 


则 称 下 为 了 的 提升 . 
在 拓扑 学 中 , 有 如 下 一 般 的 定义 和 结论 . 


定义 2.5.3 È XH X 为 Hausdorff 拓扑 空间 , 称 r: X X 为 覆盖 映 
射 ,车 对 任意 的 z € X, 存在 x 的 邻 域 V 及 每 个 x.E x 1(xz) 的 邻 域 U., ET 


rU, >V ERM, H x~!(V) 是 两 两 不 交 的 U, 的 并 ;此 时 , NECX, r) X 
为 X 的 覆盖 空间 .特别 , 当 XERA, AX, x) 或 X 为 X 的 万 有 覆盖 

SA (R, E)E S! BL AES. 

定义 2.5.4 RX, x AY, xy) 分 别 是 X 和 YY 的 覆盖 空间 , 称 映射 
F:X>Y 是 映射 f. X— Y 的 一 个 提升 , 若 

my? F = f ° xx 

成 立 . 

关于 提升 的 存在 性 ,有 如 下 引 理 . 

引 理 2.5.1 X X 是 Hausdorff 流 形 X MAX z [8], 则 每 个 连续 映射 f; 
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X—X 都 有 一 个 连续 的 提升 FX 一 XX. 
HAZE, r) EAKR h: X> X, 如 果 满足 xm x h,, WE h 
为 X 上 的 覆盖 变换 ;所 有 覆盖 变换 按 映 射 复合 运算 作成 的 群 称 为 覆盖 变换 群 ， 
记 作 Hy. 
关于 提升 之 间 的 关系 ,有 如 下 引 理 . 
3| 2.5.2 若 X 和 Y 是 Hausdorff 流 形 , Fl 和 Fa:X->Y 同 为 连续 映 
射 f.X— Y 的 提升 , 则 存在 唯一 的 覆盖 变换 h € Hy, 使 得 
F, = h ° Fz 
且 对 任意 的 he H, E n» F;& f 的 一 个 提升 . 
沿用 命题 2.5.1 中 的 记号 . 
定理 2.5.1 设 f.S!—S! 是 连续 映射 , 则 
(DEE f 的 提升 F:R 一 R 连续 . 
(2) 提 升 下 满足 
F(x+1)- F(x) = k(const) € Z. 
(3) EXE] E C Z, E X. F+ E:R—R 为 
F+k:x>F(x)+k, Vr CR, 
M F +k 也 是 了 的 提升 ,并 且 对 f 的 任意 提升 Fl 和 F, 有 
Fi(x)— F5(x) = I(const) € Z. 
证 明 由 引 理 2.5.1 知 结论 (1) 成 立 . 另 一 方面 ,由 


E °F = f° E, 
有 
eFt = Eo F(z + 1) = f° E(xz + 1) 
= fo E(z) = E ° F(x) = eno, 
于 是 


F(z + 1) - F(x)€Z; 
再 考虑 到 F(z+1)- F(z)Ë z 的 连续 函数 , 故 存 在 常数 k € Z fs 
F(x +1)- F(x) = k(const) € Z 
nr, RAE (2) E. 
设 F, 和 F, 是 /的 提升 ,于 是 

EF, = f° E = E ° Fo, 

即 
e2miFi(z) 一 eiF) Vx € R, 


可 得 
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F (z) - F,(z) € Z. 
类 似 可 证 Fj(z) - F(z) 是 一 整 常数 .又 下 + 显然 是 了 的 提升 , 故 结论 (3) 
成 立 . D 
由 该 定理 可 知 , 对 连续 映射 p. S -一 S1 ,常数 
hk-F(x*1)-F(x)C€Z 
是 不 依赖 于 提升 F 的 选取 和 变 元 x 的 ,而 仅 由 了 唯一 确定 . 
定义 2.5.5 设 /f:Sl— S! 连续 , 称 常 数 
k = F(x+1)- F(x) 
为 映射 f BJBh EF 1079 deg(f)= b. 
定理 2.5.2 有 如 下 结论 
(1) 对 恒 同 映射 ¿q : S! 一 S!, 有 deg(id)=1. 
(2) 设 f, g: S'S? 连续 , 则 
deg(f ° g) = deg( f) * deg(g). 
(3) h: S!—S! [n], WI 
deg(h) = deg(h !) =+ 1. 
证 明 首先 , 恒 同 映射 idg: RR 是 id: S! S! 的 提升 ,由 
deg(id) = (x + 1) — < = 1, 
知 结论 (1) 成 立 .其 次 , 设 下 和 G 分 别 是 f 和 g 的 提升 , 易 知 F° G A f° g 的 提 
升 ; 由 定义 ,有 
F(z + m)- F(a) = m : deg( f), m € Z. 


于 是 
Fo G(x+1)= F(G(xz)4 deg(g)) = F ° G(x) + deg(g) : deg( f), 
由 此 知 结论 (2) 成 立 . 最 后 ,由 
deg(A) + deg(A !) = deg(h ° h 1) = deg(id) = 1, 

知 结论 (3) 成 立 . D 

EN 2.5.6 MERES h. S! S! 为 保 向 的 (或 反 向 的 ), 如 果 deg( h ) 
=1( 或 -1). , 

458i 2.5.2 WE FROR 是 同 胚 映射 :Si->S! 的 提升 , M A 为 保 向 的 
充 要 条 件 是 F - ia 为 周期 1 的 连续 映射 . 

证 明 事实 上 ,由 

(F(z +1)--k(r +1))- (F(x)— kx) 
= F(r*k)- F(x)-k, YTTER, 
Al F(x)- kx 是 周期 1 的 函数 , 必须 且 只 须 
F(r*1)- F(xr)-k, YTTER. 
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下 面 采 用 旋转 数理 论 讨论 贺 周 自 同 胚 周期 轨道 的 存在 条 件 . 
W f: S'S! 为 保 向 同 胀 , 由 命题 2.5.2, f 可 以 提升 为 严格 单 增 的 连续 
AX F :R>R, 使 


F(x+1)= F(x)+1, YTTER, (2.5.2) 
显然 
Fr(z+R)= F'(z)+ b, VrC€R. (2.5.3) 
命题 2.5.3 ib F.R—R ERARI f. S! S! 的 任 一 提升 , 则 极限 
p(F) = lim. EG) - lim PG) Vr€R 


n— + oo 


存在 , 且 不 依赖 于 x 的 选取 . "e" F,-FA01€Z,Wl 
p(Fi) = pCF) 4 EL. 
证 明 任 给 mEn, B1 (2.5.3) 8L F"(z)-x 是 周期 1 AX, B. 
F%(z)< F”( y) < F”(x +1) < FP”(z) + 1, V< € R, 
其 中 x<y<x+1 或 
F"(x)-x-1zF"(y)-»zFl"(r)--c-*1, 
即 
IF" (y) = 3) - CF") ~ r)|< 1. (2.5.4) 
ii 
am = inf F^ (x) ~ x), B, = sup(F”(z) - z), 
由 (2.5.4) 有 


Bx am < l 0 (m+ co). (2.5.5) 
m nm 


0 x: 


Lit n=qm+r,0Sr< m, {Œ 
am X F”(y) - y < B 
中 , 取 y 为 Fe Un(y), f 
a < Fi" (y) -Fn(y) < pa. 
对 p=1,2,…, 9g 求 和 ,并 令 y= F'GOR 
qa, < F"''(x) - Fr (z) < Ba- (2.5.6) 
类 似 地 ,有 
ra, < F'(x) — x < rfi. (2.5.7) 
£4 (2.5.6) 88(2.5.7),H 


ga, + rai — F” (z) — z < Éa trh 
amir S n qm + r ` 


令 n— + 00, M n— + co RP q— 00, f8 
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注意 到 (2.5.5), 有 极限 o(F) 存 在 旦 
F'(íx)-x 


“= < lim c yreR. 
m noo m 


对 另 一 x ER, 亦 有 上 式 成 立 ,联系 (2.5.5) 可 证 


. F'(z) — z . F"'(z )- z 
lim 7 — lim m 
n n— + oo 


即 极限 o(F)5 x 的 选取 无 关 . 
X REEF = 下 + 归纳 可 证 
Fila) = F'(x) nl, 


pg(F) = eC) + 
成 立 . g 
EN 2.5.7 设 连 续 映射 F:R—R ERAR f:S!->S! 的 任 一 提升 ， 


称 
o( F)(modZ) 
为 了 的 旋转 数 , 记 为 olf) = p(F)(nodZ). 
注 2.5.1 旋转 数 是 保 向 拓扑 共 思 的 不 变量 , 即 ,如 果 fg h: S'S EJ 
为 保 向 同 胚 , H h。f= geh, RA o(f)= o(g)(modZ). 
定理 2.5.3 WARE f;S!>S! 具有 周期 为 的 周期 点 , 当 且 仅 当 
pCf) = q/ p(modZ), 
其 中 p 5q ER, p >0. 
证 明 首先 , 设 存在 5ES' 使 
(t) = $, 
而 存在 ER fË E(G)-t.H 
E ° FP(z) = ff ° E(z) = f(X@) = t = E(x), 
得 
F'(zr)-r*q, dq€Z. (2.5.8) 
利用 (2.5.3) 归 纳 可 证 
F"P(z) = x + nq, 


从 而 
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eC = 4 (modZ). 
p 


可 断言 (p,q)=1, 即 p 与 9 EXE GIU, Cp q) 7 E 1, RWA 
pp, q= b, OSP <P. 
存在 LEZ, 使 
rtl«F(xr)«mrtltl, 
归纳 可 证 
FDCz)+L<EFO(r) < FOP? (x)+l+1, t-12,,h. 
对 上 式 按 上 =1,2,…,A 作 和 得 
ki < FP (x)- r< k(1 + 1), 
与 (2.5.8) 式 相 比 较 ,代入 g=kg ,得 
li<g «1*1, 
与 q ELFE, Kp, q)=1. 
其 次 , 设 o( f) 7 q/ p(modZ). 4 f: S'— S! 是 保 向 同 胚 时 ,由 命题 2.5.2 
Ab 下 (x ) 一 x 为 周期 1 连续 映射 ,再 由 (2.5.3) 知 F(x) x 也 为 周期 1 映 
射 .下 证 :存在 yoE[0,1], 使 ! 
F’ (yo) = yo + q, (2.5.9) 
从 而 ,由 Es F^(yo) S fs ECyo), WEOE f 89 p 周期 点 . 
若 (2.5.9) 式 不 成 立 , 即 对 任 给 的 y € [0,1], 不 妨 设 有 
F'(y)-y»4, 
由 F^(y) - y 是 周期 1 映射 , 故 上 式 在 R 上 成 立 .再 由 其 连续 性 , 存在 8>0， 
使 
F^(1)—-t»q*g, Wt € R. 
由 太保 向 , 可 要 求 F 严格 单 增 , 故 递 推 可 证 
F?(t)-t>klq+8) VENEER, 


从 而 
F^(1)-1. g+ B 8 
kp > p CR, 
A poco, BE o(F) = q/ p F8 RM, 可 讨论 F^(y) - y< q 的 情况 . 
i G.5.9) Y. D 


例 2.5.1 在 R 上 实 义 关系 “~”. 
ro yƏSr-yEZ, Vr,y€ER. 
易 知 "~" 是 等 价 关系 , 其 商 空 间 T! = R/ 一 是 圆周 .定义 
fi:Ti~> Thx] [< + 0], 
其 中 0 = constE 有 R, 称 了 为 Ti 上 的 旋转 , 0 叫 旋 转角 .映射 
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E:x >= [x], VWVr€R, 
F:z = z +0, WVxrC€R, 
分 别 是 覆盖 映射 和 提升 映射 , 显然 deg( f) = 1, ÆT EBRE B SIRE, R. 
p(f)= 09. 于是, 当 0 为 有 理 数 时 , 具有 周期 点 ; 当 0 为 无 理 数 时 , f 的 轨道 在 
T! ms. n 
EH 2.5.4. W f:Sl—S! Et |a] ERR 3, E Per( f) Z 2 , W| 2 ( f) = 
Per( f). 
证 明 HER 2.5.3 XI NN(f)= 1 pl, f Per( f) = Fix( f^) JE BH 88 XE 
意 一 点 LE Si \ Per(f), 取 a,BEPer(f), 使 
£ € (la, B) C S!N Per(f). (2.5.10) 
对 任 一 AEZA101, 记 
k= mp+r, r-20,l,7,p-l 
由 于 f 将 圆 弧 映 射 成 圆 弧 ,由 (2.5.10) 有 
Fa BDA lad = C, r= l," p - 1. 
TE, FE t 的 邻 域 UcC(a,8B), 使 
天 (Un U= @, r=1,%,p-1. (2.5.11) 
另 一 方面 , 由 于 f ERRA, 及 5EFix( 闫 ), 有 
PP(5) > tc 或 P(E) < (G), VEEB), 
其 中 “< ”或 “> "是 圆周 定向 诱导 出 的 顺序 关系 , 不 妨 设 产 (5) > t, Tj 
RL) FPO E PE P 
H f 的 连续 性 及 (2.5.10), 有 
Jim f) = a, lim f”) = B, 
从 而 , 存在 《 的 邻 域 Ue, 使 
PU) YU, = 2, r=0. 
联合 (2.5.11) 知 EQ(f), 由 (2.5.10) 有 
QCf) C Per(f). 
另 一 方面 , 按 定义 有 
PerC f) C. QCf), 
合 前 式 ,得 
QCf) = PerC f), 
故 结论 成 立 . D 
命题 2.5.4 iE fiS'—Ss! flJ, # Per( f) =g, ERAR MC S' 
是 f IAE SR, EE a, pE M 的 一 个 余 区 间 , DU 
L(t) CM, L(O CM, Vt€ (a.p). 
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证 明 由 于 /4(M)=M 故 
F(M)CM, fF(S'\ MES'\M, 
从 而 (Ca, 89)053& M 的 一 个 余 区 间 , 因此 
Fe BD T) P((a,0)) = @ 

或 者 

f(o,8)) = PCa, B). 
4 pz; 时 ,上 式 不 成 立 .否则 e 2 (2,8) = [o 8], 5 PerC f) SFA. 
故 | 产 (a,p8)1KEZI 两 两 不 交 , H 

lim? Cf (La, 8) = 0, 
HP CP (Ga DOOR (a, DISSE. 否则 与 S' J e E TR E. 
因而 

L,(£) = L,(a) = L,(8) C M, YEE (a,f). 

类 似 ,可 证 L.C) CM, V C€ Ca, BJ E. D 
定理 2.5.5 dE /.Sl—S! 是 保 向 同 胚 , 若 Per( f) = 名 则 
(DAO(F)= Lel E)= L, (ç), VEES!. 

(2)Q(f) 是 f 的 极 小 集 . 

DANS REE S 上 的 一 个 无 处 稠密 的 完全 集 . 

证 明 证 (1) 由 定理 2.2.1 8 LOCA), VEES, KRE 
LADDA), VEES! 


S'NL(OCS'NOGD, VE€S, ` (2.5.12) 
事实 上 , 由 命 古 2.2.3 ALL CO RE f WJ— T dESEHLBIR RAE RE EHE € 
S'NLCO,B LAORE Ca, pE €C (a, B). HME 2.5.4 XI 

L. (9) C LOO. L,GCL(O, YE S'NLO 
从 而 7 了 是 的 游荡 点 , 故 
7 E SINAU), Vg€ S'NLwCO. 

即 (2.5.12) 式 成 立 , 从 而 结论 (1) 成 立 . 

证 (2) ”由 定理 2.2.1 知 0Q(f) 是 f 的 一 个 非 空 且 闲 的 不 变 集 , 设 HC 
Q(f) 是 了 的 非 空 且 闭 的 不 变 集 , 取 YE 日 ,出 结论 (1) 有 

QC)» L,COCH, 

Bl A= H, i 0(f) 是 了 的 极 小 集 . 

证 (3) 显然 ,2( 了 ) 的 边界 点 集 90( 了) 是 闭 集 , 量 

an(f) C QC, FOALS = 3fCOCPD) = IAF). 

由 Q(7) 是 极 小 集 , 故 
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IAC) = 多 或 90(f) = ACF), 
HAU = D, H S! 的 连通 性 知 ocn) = SRA = Q(f), IF aE 
无 处 稠 集 , 而 由 结论 (1) 有 
vtc€ Q(f)5t€ L.CO = Q(f), 

B Q( 亡 又 是 完全 集 . g 

注 2.5.2 拓扑 学 5331 指出 :任何 紧 致 ,完全 、 完 全 不 连通 的 距离 空间 都 同 
Ms BEAR (Cantor) 54H. Bt O (f) S! Wt, ACOE P BHREAR y 8D. 

XE PE 2.5.5 提出 一 个 问题 , 当 PerC f) = 名 时 ,在 什么 条 件 下 ,有 000-7 
S! .对 这 个 问题 的 回答 是 Denjoy Rip. 

定义 2.5.8 ” 设 f;S!->S! 保 向 同 胚 且 PerC/) = Ø, a QC) S!, WJ 
称 f 是 遍历 的 (ergodic), 否则 称 是 非 遍 爵 的 . 

定理 2.5.6 (Denjoy 定理 ) 设 f.S!— S! figs] lie, o( 亡 是 无 理 数 , 如 
果 f 具有 不 取 0 值 的 有 界 变 差 的 微 商 ,那么 上 是 明 历 的 , 即 G) S'. 

对 无 周期 点 保 向 同 胚 映射 的 拓扑 分 类 ,有 如 下 结论 . 

定理 2.5.7 WRAAE f: SiS 是 遍历 的 ,F 是 了 的 
任 一 提升 ,a = p(F) 则 了 所 扑 共 轿 十 旋转 

ra: S!—>S!, te texp(2nai), YEE S, J 

推论 2.5.1 (Denjoy 定理 ) 设 保 向 同 胚 f: S'S! 的 旋转 数 a = oC) 
无 理 数 ,如 果 f 共有 不 取 0 值 的 有 界 变 差 微 商 , 则 f mhie a O0 

以 上 定理 的 证 明 可 参考 有 关 文 献 . 
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dpfj-- A EESCYE BE AR UE E psg SC T k Z pin dis 5 E f $i ERE 
EPER, 用 以 度量 该 系统 在 相 空 间 上 引起 的 运动 的 “混乱 程度 ”拓扑 精 的 概 
念 ,最 初 由 R. L. Adler, A. G. Konhelm 和 M. 日 . McAndrowl?71 引 进 , 随后 R. 
Bowent38] 又 在 可 度 晤 化 的 拓扑 空间 上 给 出 了 不 依赖 于 紧 致 性 的 拓扑 精 定 义 . 
JH E. a E ja] E nf AEH EMA TRE 38 E CE Bowen 定义 是 等 价 的 . 

设 (X, 了 ) 是 一 个 紧 致 拓扑 动力 系统 , JE E S ”是 紧 空 间 X 的 一 个 开 履 


m, 记 


FOCA = | 1(A)lIA € A. 
显然 ,也 是 X J TTE, X 上 全 体 开 餐 盖 组 成 的 集合 记 为 卫 , 记 
NCA = inf Card. Z |. Jé ¿BJ f ET, 
其 中 Card(S) 表 示 集 合 S 的 基数 .由 X REE, A 15 N Gy) < + co. 
命题 2.6.1 N(f (QD)ENCGA). 
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证 明 由 X 的 紧 性 ,在 汉中 存在 X 的 有 限 子 米 盖 | 4 jsl nl. 5 
一 方面 ,对 任 一 zEX, 存 在 LEN,1 委 / 委 0 使 FLz)EA4 或 zE 广 !(A), 即 
IEAS, n BE f^! Gr X 的 一 个 子 敌 盖 ,于 是 

N(f G0) < MALE lal) < n, 
H N Co) B) E SCARE BLA C: pk. D 

R aE xX AHR 

sVZ=]JANBÍİÍAE BEB. 

命题 2.6.2 NCV 2) NC): N(B). 

WEB] 由 X 的 紧 性 ,&% 和 多 分 别 存在 有 限 复 盖 1A; |i= 1, nl RI 
|B,lj21,*5, m| 守 多. 于 是 4A; 站 Bj|i=1,…,n,j=1,…,m|. 也 是 义 的 一 
个 开 和 覆盖 .类 似 于 命题 2.6.1 的 证 明 , 可 知 结论 成 立 . t] 

下 面 , 记 

VND AV EN V = V f DG. 


引 理 2.6.1 设 非 负 实数 序列 ta,1>- 1 满足 条 件 ay Sa, tas, Vn, 
m Z1 , 则 


证 明 ”对 固定 的 m C N, iZ n = km + p, Z0, 0 pxz(m - 1) .由 条 件 
a+ ma, ta, DF au Skam, FÆ 


An Gknitp. Up , Om 
n = im + p S km + m 
故 
limsup — < m 
n= m 
另 一 方面 , 易 知 
inf ^ < lim inf —, 
联合 前 式 知 引 理 的 结论 成 立 . n 


命题 2.6.3. i HG) =logN C), WIR FE 
0 dl V er 
lim H| GO 
存在 , 且 等 于 inf 4H( V AA). 
证 明 记 
= Hye]. 


$2.6 dni .37 . 


利用 命题 2.6.1 和 命题 2.6.2 有 
a7 H| V £^ 60] = HV F6] v Le VD)) 


< logN| V. £^ G0]. e logN| V £^ G0] = a, + an, 


按 引 理 2.6.1, 由 上 式 知 结论 成 立 . n 
定义 2.6.1 称 
ef = lim H| V AED] 
为 上 相对 于 s HHF PR 
ent( f) = suplent( f, 1 
H f Bg3athii topological entropy). 
由 NCAM H G4) B] XE XC RT AT, Ocent( f, 4), entC f) & oo. 
T Hed TERI EAS ERR 
定理 2.6.1 — ent(id) —0. 
证 明 留 作 习 题 . ü 
称 开 覆 盖 名 是 uim, 记 作 wa, WREE BC 2, ff AC d 
使 BCA .容易 证 明 
g< jJ -H(w)sH(3), (2.6.1) 
s< @ 一 ent( f, L) < ent( f, 2). (2.6.2) 
定理 2.6.2 ent(f”)= m-ent( f), V m € N. 


证 明 设 mEN,wET, 则 有 Vf *(s)ET. 有 


. 1 K _ , _ . d. mn-l _ , 
ent( f, = im. Pul MU | 一 im, sa HI uf c] 


= L iim LH VCO) VD) | = de ms Muri en) 
. (2.6.3) 
成 立 ,注意 到 | V f *G012€ p cr, TE 
ent( f) = sup ent( f, A) = 1 sup] eni| f”, VD] | 
< 1 suplent( f”, 1 - Lent f”), 
m we m 
即 
m : ent( f) < ent( f”). (2.6.4) 


另 一 方面 , 记 @= V Un) to0- V Ca), 9= "V £ GD, M 9€ r, 
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容易 证 明 6<9, 由 (2.6.1) 有 HCOSCH(9), B 
了 VOD < m Lu VD), 
4 n- + oo, fB 
ent( f^ , 4) S m -entl f, 4), 
从 而 
ent ( f”) < m * ent( f), 
联合 (2.6.4) 有 结论 成 立 . 
EH 2.6.3 CX, 六 和 (Y,g) 是 拓扑 共 斩 的 紧 致 系统 , WI 
ent( f) = ent( g). 
证 明 RERE A:X—Y 使 |。f= goh. E 8i 2.6.1 的 证 明 , 当 .以 
是 Y 的 一 个 开 黎 盖 时 , A h 108 X 的 一 个 开 餐 盖 , R. 
N(h (a) = NCA. 


将 上 式 应 WT Y BUM Vc (并用 和 共生 geh, A 


_ A. -k _ xn d -1 7 -k 
emi) = lim ¿H| Ve 0) = Em, CHIA Net G0 


METTI 
一 般 来 讲 , 当 Hos Y ARRA AE x 837r 3 s, 
ent( g) < ent( f). 
类 似 可 证 
ent( f) < ent(g). 
故 定理 的 结论 成 立 . [] 
VR XE SB HHR TP e d TES] ARE Br. 
定理 2.6.4 BATX EC X, H f(E)C E, 
ent( f |j) < ent( f). 
证 明 id E 2 KOF3BE S Y 的 集合 为 P. = 1.1, E 
* -|A,X -ElA€u, V€ rn. 


显然 ,sy 是 X DERE GU E HIRR. TE N| V Url) “(| 不 大 于 
Vir ton ) 在 X EST BLEU ENG 8 
HV DD) < H| VF 


Vn €N. 


因此 


ent( f lg) = sup lent Cf] c ,36)| < suplent( f, sl )| < ent( f). g 


$2.6 dni .39 - 


由 定理 2.2.1, 紧 致 系统 (X, /) 的 非 游荡 点 集 Q(f) 是 闭 集 , H f(0(7)) 
C QCf), iX 
ent( flag) < ent( f). (2.6.5) 
事实 上 , 其 道 不 等 式 也 成 立 . 这 一 结论 , 先 由 Bowen 在 紧 致 度 基 系统 上 给 
出 B8], 后 来 能 金城 先生 将 其 推广 至 一 般 的 紧 空 间 B91, 下 面 的 证 明 即 源 于 此 . 
5| 2.6.2 Z 4C P, k € N, iU 
ku = JAIU UAlA, € Xj = 2,7, Rl, 
M) &wE 了 PP, 且 有 如 下 结论 成 立 . 
(OD N Gs) SEN (kA. 
Qf RARE C). 
Ge" Va V ka, LED, j=0, l, nl. 
Dent f, kD) ent( f, sf) -- logk. 
证 明 显然 kxETT, 且 结论 (1) 和 (2) 成 立 . 下 证 结论 (3), 记 
c = [Cipin i) li € 12, kl, j 90,1, n - 11. 
显然 card(o) = P", 由 


n-l' k . n-i 
(Y UA; = Us ES Q AY, AC € d, = 0, Ut, noc 1, 
不 难 核验 结论 (3) 成 立 .利用 结论 (1), (2) 和 (3), 以 及 (2.6.1) 式 ,有 


nol n-l . 
ent( f, kd) = Jim 二 | Vf A] = Jim. ly Vkf I 
> lim Tafe V f 'G0] > lim Tig eN[ V f °G] | 
f = ent( f, ) — logk, 
即 结论 (4) 成 立 . D 
引 理 2.6.3 设 存 在 AC. vcr fénCf)cA , M 
entCf, 44) = 0. 
证 明 设 条 件 成 立 .对 中 的 每 一 个 游荡 点 x EX\ 0(f), 存 在 A,Ew 
使 rE A,, 且 由 (2.2.4), 存 在 x 的 开 邻 域 UCA, 使 
FUS N U= Ø, VRCN, (2.6.6) 
fg -IATUIU,IZEXNQCOIH, SA 2 € P, B <" ER Q" 的 子 
[E 
B= JA, U, Urp Uh sl. 
JF 4, H (2.6.2) R6 
0 < ent( f£, 4) x ent( f, 2), 
故 只 需 证 
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ent (/,33) = 0 (2.6.7) 
成 立 , 则 引 理 的 结论 成 立 . 
取 nEN 充分 大 ,使 n>s lU V f ACD SEHIABUR cuan V ODE 
义 为 
(Co Ci 5s Ca) = (CO, (Co Ca) € 9. 
若 存 在 j<j 使 C= C= U, € XXX qOsqsi)nmor, Ju 
t£(Co, 7 C4) = Z. 
若 其 不 然 ,存在 zxEX 使 
(€ eto) 
" 
r€ f (0,20 SIU), 
与 (2.6.6) 式 矛盾 .因此 ,定义 
B= |(C Ca CE = 0,n - 1, 
ECAA WCAG, Vj Z uj = 0,…,n 11, 


TEATRON 


N| V tO] < card( 9). (2.6.8) 


3 一 方面 , 在 集中 ,元 素 (Co,…C，1) 中 分 量 GAA WAAS, BUS 2 h 
KEF A 的 开 集 只 有 ;个 .可 以 证 明 
n 


card( 9) — 5 INE < nt s. (2.6.9) 
To i 


于 是 由 (2.6.8) 和 (2.6.9) 式 有 
ent( f, 8) = lim. M Von] < lim Llog( n: s*!) = 0, 
即 (2.6.7) 式 成 立 . g 


5| 2.6.4 d 4cr,YcX,iü 
IY= la n YA € A, 


则 如 下 结论 成 立 . 
(1) 设 闭 集 yC YC X, W HC! Y DSH] Y). 


n-l n-1 
QE GEL, j=0, 1, e,n ET TV | Y= V O IY). 


82.6 HIMA DE 


(338 (CY) C Y W H| V APAI v] «ui V (fl) ev). 
证 明 WEG) ANYEL Y, j= 1,21, b fE 


k 
Y, C Y CUC, n Y), 


Yı CÙ, N Yo. 

HIANY G= enki al Y (Y Eli T BE EASAN Yilj- 
o & UE wl Y, 在 Yi 的 一 个 子 覆 盖 , 应 有 

N(. | Y) = Cardl A, N Y lj 2 1,7, 41 

= Card] A; N Yilje lcs ki E N( | YQ, 
即 结论 (1) 成 立 . 
结论 (2) 是 显然 的 ,下 证 结论 (3) .由 /(Y)CY, 有 YCVf“(Y). 又 由 
vehran = [vrea] | VY)), 

利用 结论 (1) 和 (2), 故 

H| vaal y] = gl vrtco| v] 


« nil Utenl [rto 


= H| V (fl) *cad vi), 
即 结论 (3) 成 立 . D 
EH 2.6.5 设 X 是 紧 致 拓扑 空间 , 则 
ent f) = ent(f loco). 
证 明 设 X 是 紧 空 间 , 按 定理 2.2.1 非 游荡 点 集 2(A) 是 闭 集 , 且 
f(Q(f))CQ(f). 再 按 (2.6.5) 式 只 需 证 
ent( f) < ent( flap) (2.6.10) 
成 立 , 即 可 . 设 weET HINALA Ej 21, kE | OCP) fe Q(f) 
上 的 最 小 子 覆 盖 , BI 
NG/LQCF)) = k, 
且 


aP CUA N A EUA, 


FE, S = JA U UA JUL AE kq EX EJ T TEX, 据 引 理 2.6.2 
的 结论 (4) 和 引 理 2.6.3, 有 


0 = ent( f, ka) >= ent( f,../) - logk 
或 
ent( f, 4) < log£ = HIWI QCf)). 
据 此 ,由 (2.6.3) 式 ,并 利用 引 理 2.6.4, 注意 到 QC I") QO( f), Vm € N, 8 
难 完 成 如 下 推导 
ent( f,.4) = uM N V aE ») < I ub V r *G))| la] 


n 


< tal (V r*col laco] < dn vio *colac| 
I H| \ V, Gf lac 3G "mm 
— ent(f lo(5, A QCÉ)) (m >+ oo), 
HT. € P 的 任意 性 ,有 (2.6.10) 成 立 . 0 
例 2.6.1 RO, Je B In] e RAE, ent(f)=0. 
证 明 设 太 .TI 一 [是 同 胚 映射 , 则 产 是 严格 单调 递增 函数 , B. 5 uE 
QU(P) s Fix 2, 于 是 P fg F( 2) = Fix P) ES& fifa] BO 87, MW 


ent( f) = HU - Fent | QC) = Len f? li) = 0. 


Tati) ELLER X 的 紧 致 性 ,无 需要 求 X 是 可 度量 化 的 . Bowen 的 
拓扑 精 定 义 适 用 于 (X, 门 是 可 度 地 化 的 一 致 连续 系统 .应 当 注意 到 ,拓扑 空间 
X 可 度量 化 的 充分 必要 条 件 是 X HT, 空间 且 具 有 至 多 可 数 个 局 部 有 限 开 集 
族 所 成 的 基 ( 即 o ARARE), 而 不 必要 求 紧 致 性 .为 叙述 的 方便 , 下面 仅 在 
紧 致 度量 空间 上 给 出 Bowen fhiM E X. 
设 (X, /) 为 紧 致 度量 系统 ,4 是 X 上 给 出 的 一 个 度量 . 
定义 2.6.2 设 n€EN 和 >0, 称 子 集合 FCX 为 f 的 一 个 (n,s) 张 成 
f, 如果 对 任 给 的 一 个 z-EX, 存在 y € 下 ,使 
difa) f(y)) te, kb-0,1,,n-l, 
iu f 的 所 有 (n,s ) 张 成 集 的 基数 的 下 确 界 为 r,(e); 称 子 集合 EC X 2 f 的 
一 个 (n,e ) 分 离 集 , 如果 对 zy € E, cot y, WEE OSA «n 使 
d(f “(zr),f*(y)) >e, 
id f 的 所 有 (n ,se ) 分 离 集 的 基数 的 上 确 界 为 Sal). 
H X 的 紧 致 性 , 知 
l< r,(e) <4 oo, 1x5 S,(e) <+ oo. 
下 面 , 记 


7r(e) = = dimsup > L'logr, (e), 
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S(e) = limsup LlogS, (e). 

命题 2.6.4 在 如 上 记号 下 ,有 如 下 结论 成 立 : 

(DÆ 0€ e1 € e5, W r(e) 2 r(65), S(e1) 宇 S(e,). 

(2)r(e) & SC(e) &r(e/2). 

(3)limr (e) = limS(e). 

证 明 dg X2.6.2, 50€ eu e; Bh En (61) ru C) S, (el) 之 
S,(e2), 由 此 可 知 结论 (1) 成 立 . 

下 证 结论 (2). 首先 , 设 是 具有 最 大 基数 的 (n,e) 分 离 集 , 对 任 一 x € 
XX, 若 xEX\E, 则 任 取 y€ E 有 

d(f'(Gx),f(3)) e, k=0,1,.…,n—1, 
# r€EQHObGUBÉ) y= + 自然 有 上 式 成 立 , 即 E 也 是 (n,e ) 张 成 集 , 故 
r (e) < S,Ce) (2.6.11) 

成 立 , 从 而 可 证 结论 (2) 第 一 个 不 等 式 成 立 . 

其 次 , 设 玉 和 下 分 别 是 f 的 (n,e) 分 离 集 和 (n,s/2) 张 成 集 . 任 取 EE 
CX, WEE yE F fi 

d(f (x), po)) 委 se/ 2，A=01 7 一 1 
由 此 建立 了 一 个 映 E 到 FF 中 的 映射 ;车 zx1, r€ E. Harr WEE yi, 
y2EF 满足 上 式 . 若 yi = ys, W 
d(f Gy, f Go) &aCf (x), f Gi ta(f a), f C2) 
Se, hb-0,1,,n-1, 

5 EJ&(n, c) AART B, 故 yi 天 y，, 即 该 映射 是 内 射 . MA ñj Card (E ) < 
Card( F), 


S, (e) < ra (€/2), (2.6.12) ` 
于 是 结论 (2) 的 第 二 个 不 等 式 成 立 . 
由 结论 (2) 知 结论 (3) 成 立 . 0 
定义 2.6.3 P 
B-ent( f) = limr (e) = limS (e) 
为 了 在 Bowen 意义 下 的 拓扑 炉 


下 面 ,将 证 明 在 紧 致 可 度量 化 系统 (X, f) E, ent f) 55 B-ent(f) 相 等 ,从 
而 B-ent( 了) 的 定义 与 拓扑 度量 d 的 选取 无 关 . 
WEE RB X 的 一 个 开 和 覆盖 , 集 EC X 的 直径 记 为 
d(E) = supld(x,y)]l x, y € El, 
称 实数 8 >0 为 x 的 Lebesgue $, 若 
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d(E)« 67»3A € ¿ÍË EC A, VEC X 
成 立 . 紧 度量 空间 X 的 每 一 个 开 餐 盖 v SEG IER] Lebesgue 数 !401 
aa, 2.6.5 设 y 是 紧 度 量 空 间 X E- AFR, 则 


N| VEA sm S), ve. 
证 明 设 n€EN, 取 了 的 (n,5$/2) 张 成 集 下 ,使 
Card( F) = 1,(8/2), (2.6.13) 


故 对 任 -~ x€EX, 存 在 yEF 使 
f(r) € B(f2(y),6/2), k=0,1,.…,n-1 
或 
xz E f (B(f(y),6/2)), k=0,1,…,n-1, 
其 中 BOO), 6/2) 表 示 X 中 以 产 (y) 为 心 而 以 8/2 为 半径 的 开 球 .因此 


X CU, FI KGLO 0/2)). 


由 于 4 BC*(),8/2) «6, && (£k A € a fil 
B (y), 8/2) CC A 
或 
F*[GBCÉGO,8/2) C fF * CA), 
AV Stu mei Tta 个 元 素 的 子 集 , 记 这 个 元 素 为 


G(y) .于 是 1G(y)1yE FI 是 Vf IODP X EATR RE FA 
用 (2.6.13) 有 

N| VPC < Cara(1G(y) | y € FD) Card F) = r,(8/2) 
由 n € N 的 任意 性 , 知 引 理 结论 成 立 


引 理 2.6.6 设 是 紧 度 其 空间 X E- TOT BUS, Gr Bus .x 的 直 
£ diam(.%) 满 足 条 件 
diam(.w) = supld(A)IAE «I x e, 
则 
S, S< N| Vf *G0|, Vn €N. 
WEB] 设 nEN, 取 了 的 (n,e) 分 离 集 EE 使 
Card(E) = S,(e). (2.6.14) 
又 设 1 是-- 有 限 指标 集 , |G jE ERAAN f G0 € X Elf AT 


E WE C r€ E fée je LE E G€ V FI G0, Fn 


$2.6 ih + 45 ， 


G; = Ao f) FK ADD-0/£7U7U(GLUG US, A, € k 0,7. n- 1. 
若 存 在 yC E, yx 48 y€G,, NUBE Ix, y Cf CAO X 
|£ (z), f GI CA, R20, ,n-1, 
故 
d(f Gr), f(y) < dCA,) < diam(X) Se, k —0,1,*5,n - 1. 


RSE 是 (n,e) 分 离 集 蔬 盾 , 故 对 任 一 yE E, y> z, M y € G;, Wifi 
Card( E) < Card(1Gjlj € I1). 
据 定义 ,并 利用 (2.6.14) 有 
S,(e) = Card( E) < N| Vv tO] f 

由 ”EN 的 任意 性 知 引 理 的 结论 成 立 . B 

EH 2.6.6 B(X, 六 是 紧 致 度量 系统 , WI 

ent( f) = B-ent( f). 
证 明 1620, X WJ JP Ç. I, 分 别 为 
s. = [B(x,2e)lx € X| R12, = 1B(r, e/2)] x € XI. 

4 à —2e, Dll] à 是 x, BJ Lebesgue $t, H diam( 2, ) & e. 由 引 理 2.6.5, 5] 
理 2.6.6 和 式 (2.6.11) 有 

N| Vh] & Gy SQ) N| VIII]. Vn € N. 
由 此 可 证 定理 成 立 . n 
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字符 串 是 信息 科学 研究 的 对 象 !41, 其 动力 系统 [2 45 是 符号 空间 上 转移 
ERR ERER A, 并 作为 原型 根植 于 理论 计算 机 科学 、 混 沌 物理 学 i 
分 动力 系统 、 编 码 与 密码 学 等 .本 章 重 点 讨论 其 拓扑 毁 和 混沌 性 质 , 同时 给 出 
一 个 经 典 的 实例 一 一 Smale 马蹄 , 其 中 主要 取材 于 参考 文献 [46] . 


$3.1 符号 空间 


É N 宇 2, S 是 N 个 符号 的 集合 , 例如 
S(N) = 11, 7, N - 11, 
赋 以 离散 拓扑 而 成 为 紧 致 的 拓扑 空间 , 称 为 状态 空间 . 
定义 3.1.1 PAIR 


X(N) = |] S, Są = S(N) 
为 双边 符号 空间 ; 称 o 

X, (N) = [[5.. S, = S(N) 
为 单 边 符号 空间 , JK E 3, 分 别 为 双边 符号 序列 


cgo airedpdinc 
或 单 边 符号 序列 
Tos Tl, T2, 7 

其 中 双边 符号 序列 中 “;" 号 右边 的 一 位 ,是 零 起 始 位 . 

在 不 引起 混淆 时 ,有 时 也 记 8,(N) 为 ICN). 

定义 3.1.2 iE m20,hEZ,A=(a- ma -1}00 am) l 

U,[A] = Ix € X(N)|z, = ap lk| < ml, (3.1.1) 

称 为 双边 序列 空间 的 柱 集 ( 类 似 可 定义 单 边 序列 空间 的 柱 集 ). 

Ht A —0, m #la,( |£ | sm ) 分 别 取 遍 N 和 SN ) 中 的 元 素 , 所 得 柱 集 的 
全 体形 成 5(N) 的 一 个 可 数 拓扑 基 . 5(N ) 中 的 每 一 个 开 集 均 可 表示 为 若干 
柱 集 的 并 , 柱 集 是 开 集 , CENE. 

对 5(N ) 中 的 元 素 


T= CT ZI To U), 


$3.1 符号 空间 . 47: 


= (CU yon y-a3yos Yb JDU), 
定义 


d(x,y) = > im (3.1.2) 


其 中 
1, 如果 z+, Z yn， 
0, WẸ x, = y,. 
易 核 验 , gd(z,y) 是 了 (N) 中 元 素 z 和 y 之 间 的 距离 ;类 似 , 在 单 边 序列 空间 
中 也 可 引入 距离 .于 是 有 
命题 3.1.1 序列 空间 X( N ) 赋 以 度量 d(x， MULTIS T. B). 
命题 3.1.2 符号 空间 3(N) 是 紧 致 .完全 且 完 全 不 连通 的 度量 空间 , 从 
而 同 胚 于 康 托 尔 三 分 集 . 
证 明 首先 , 由 Tychonov 定 理 , 紧 致 拓扑 空间 的 积 空间 是 紧 致 的 , 知 
Z NEXU. 
其 次 ,对 任 一 +€ X(N), 


qd (xn, y.) 一 


r= (yc Z 1170 XiorncU 
取 
rU = 2 Taio Ep T Tr U), 
其 中 
. L, # =, = 0， 
Ta 0, 4x, 0. 
显然 
xz" € X(N)N izh, 
HR. 


B] X(N) 是 完全 的 . 
最 后 , 设 D 是 5(N) 中 任意 一 个 含有 两 个 不 同 点 z 和 y 的 子 集 ， 
ro = (e, T- TI TO To Iz), 
y = Cyan yasyo is I2) 
其 中 x, Z x. Z(N) 中 的 开 集 
U = lu € Z(NDlu, = xl, 
V = |o € X(N)| xil, 


UUV= (N), UD V = @, 
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且 
rx€UfD, x€ v n p, 

因而 , D 是 不 连通 的 .从 而 ,5(N) 的 任何 非 空 连通 集 只 含有 一 点 , 即 EON) 
是 完全 不 连通 的 . 

由 文献 [33] 知 , 任何 紧 致 .完全 、 完 全 不 连通 的 距离 空间 都 间 胚 于 康 托 尔 
三 分 集 ; 从 而 EON) 同 胚 于 康 托 尔 三 分 集 . 

康 托 尔 三 分 集 , 见 例 4.1.1. 

下 面 ,介绍 符号 空间 E(N) 上 的 一 个 称 之 为 转移 映射 的 特殊 映射 . 

定义 3.1.3” 设 3(N) 为 双边 序列 空间 , 称 左 移 映射 o:5(N) 一 5(N);: 


c(x)- o. ros A 1370 Tls X25 Ue) 


= (ronda Toi To ). 
或 者 , 当 X(N) 为 单 边 符号 空间 时 
olx) = o(xo, xs 23,77) = Co T2), Vx € (N) 
2 X(ON) 上 的 转移 自 映射 . 
设 A 是 3(N) 中 的 闭 子 集 , 且 cz(4) C A, FR 
64 =al:4A4 一 人 
为 o 的 子 转移 . 

不 难 验 证 如 下 命题 . 

命题 3.1.3 o :5(N) 一 5(N) 是 连续 满 射 ;特别 当 EON) 是 双边 符号 
空间 时 ,o : 5(N) 一 3(N) 是 同 胚 映射 . 

定义 3.1.4 称 动力 系统 ( 5(N),o) 为 符号 动力 系统 . 

下 面 引 进 关 于 有 限 子 转移 的 概念 . 

设 (3(CN),c) 是 单 边 符号 动力 系统 , 记 

M(X)-lA€2??"|ABIHs(A) C AI. (3.1.3) 
设 A=(ao…a,_1) 是 SCN) 上 一 个 长 度 为 n 宇 1 的 有 限 序 列 , 如 果 对 x EE 
5(N), 存 在 m 20 使 
Zk = d k=0,1,.…,n—1, 
则 称 有 限 序列 A 在 x 中 出 现 , 记 为 A < z, 否则 , 记 为 4 Z< x. 

如 果 存 在 x € A 使 A < xz, 则 称 A 出 现在 A 中 , 记 为 A < A; 如 果 在 
S(N) 上 的 有 限 序 列 B = (boss bm-1) H, # n < m HAFEO < 1 Sm- 
n Bb; = a (j = 0,:7,n 一 1), 则 称 A 出 现在 B 内 , 记 为 A<B. 

设 x 是 S(N) 上 有 限 序列 的 集合 , 记 

A = |: € E(N)IAv x, VAE A, (3.1.4) 
BAR (A DSA R. 


$3.1 符号 空间 I . 49 ， 


X(N) - A= lx € X(N)|A X r, A € ul 
是 柱 集 的 并 ,， 即 是 开 集 ,因而 AL, EAR. MAN 
AvE M(X). (3.1.5) 
5E 3.3.1.5. 称 S(N) 上 任意 一 个 有 限 序列 的 集合 x 所 决定 的 子 系统 
94,7 0 la: Aum A, 

为 x 决定 的 子 转移 , 又 称 是 子 系统 (Aw,o4 OB BEER AC. 

一 个 有 限 序列 的 集合 x 作为 一 个 排除 系统 可 以 决定 一 个 子 系统 (A 
oa ,) ;反之 ,对 任 一 AE M(Z) 也 存在 相应 的 排除 系统 .x. 

命题 3.1.4 设 AEM(5), 则 存在 S(N) 上 有 限 序列 的 集合 f A = 
Ay- 


证 明 令 
4 -— JA = (aycaj)la; € SCN),0 j xi k, Vk Z0,A KA), 
(3.1.6) 
由 (3.1.4) 知 
ACA; (3.1.7) 


TUE A CA. UU, Ay A 是 4v 的 非 空 开 集 , 故 存在 EC NO BUT RR u 使 
u N Ay = Ay- A. 
于 是 ,存在 有 限 长 序列 B 使 Uof B]Cw, 使 
Ø z Ual B] AC As- A. (3.1.8) 
如 果 BES, WEE > € A E B< x, WEE m0 f 
x € U,[B] N A, 
或 者 由 (3.1.7) 又 有 
o”(x) E€ UolBInAC UO [B] fl Aa 
与 (3.1.8) 了 矛盾 ;如 果 B € ww 由 (3.1.8) 必 存在 zxE€ Ug[L BIA 3X AVE 
定义 矛盾 .从 而 
AvCA， 
联合 (3.1.7) 有 结论 成 立 . 0 
注 3.1.1 设 w 是 SCN) 上 有 限 序列 的 集合 , HE — A n>0, W 4 PK 
度 不 大 于 n 的 有 限 序列 的 集合 为 4, M 
£ CL ua CW A= Us. (3.1.9) 
于 是 
Au As, (3.1.10) 
Fx, 为 有 限 排 除 系 统 . 于 是 , 每 个 子 转移 ca, 由 可 列 个 有 限 排除 系统 决定 ， 
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定义 3.1.6 称 AEM(5) 或 
oA:A—A 
是 有 限 型 的 , 如 果 A 有 一 个 有 限 的 排除 系统 ;其 中 有 限 序列 的 最 大 长 度 称 为 
该 系统 的 阶 数 , 4 的 所 有 排除 系统 阶 数 的 下 确 界 , 称 为 A 或 子 转移 oa 的 阶 
数 . 
记 
B= |B = (bba )15 € S(N),j 20, ,J - M. (3.1.11) 
定义 3.1.7 WE EJ 阶 有 限 型 A 的 长 度 均 为 ] 的 排除 系统 , 则 称 Z- 
QN A 的 决定 系统 . 
由 定义 可 知 
A= | € X(N)IVn Z 0,(z2 Za o Tng D € 2- Xt. 
(3.1.12) 
定理 3.1.1 [EGDÉBROSCT EERME TONTE. 
证 明 设 
o:A—>A, A € M(Z) 
是 阶 数 J 产 2 的 有 限 型 子 转移 . 令 
Q = İBİIBE 8, Jr € ABB zl, 
考虑 Q 上 单 边 符号 空间 3o 上 的 转移 自 映 射 
0 :Xg- Eo. 
记 
9-|(BB)lB,B €Q,d1xj xJ -1 使 b 关 bl， 
Km B-(bysb D. B = ( yb tia Q 上 的 二 阶 排除 系统 9 决定 
的 子 转移 为 Ao€ M (30o). 定 义 x:A — Zo N 
' x > (Bo Bite), Yaz = (rogy) € A, 
EK B, = (xri oa e), V 20.) r: A> Aa fi TIC SERA 事实 
上 , 首先 由 如 上 定义 有 
(BB) <x(A), V(BB^) € 2, 
Bp 
n (A) C As. 
反之 , 任 一 g = BoB1…€ ho, 则 存在 zx€EA 使 Bi<zx, 且 Bx 知 x(x)= g, 
从 而 x(A)= Ao; BI z 是 满 射 . 易 知 ,x 是 内 射 , 故 x 是 双 射 . 
其 次 ，zo 中 任意 一 个 柱 集 UT[ Bo… Bi) 的 原 像 U[ x1… zirj-1] 是 2(N) 
中 的 柱 集 , 故 x 是 连续 的 .同样 ,可 证 x ! 的 连续 性 , 因而 x lB]. 
最 后 ,在 A 上 不 难 验证 
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G *7 — X?90. 
故 有 限 型 子 转移 (4, c) 拓 扑 共 斩 于 二 阶 有 限 型 子 转移 (As,c“). n 
定理 3.1.2 UA € M(E), 则 下 述 条 件 等 价 
(1)A 是 有 限 型 的 , 阶 数 为 /> 0 . 
(2) 存 在 阶 数 为 了 的 决定 系统 a. 
(3) 设 x, y € A, FE n 20 有 
rj o ya, J = n,n+1l, n + J -2, 


定义 z€ X(N)ÍËš 


X, J< n +J -2, 
J = n. 


Ni 
BU z€ A. 
(4) 对 任意 n2J +1 J SCN) 上 的 有 限 序列 (ao, t, a,n), WR 
u = Uo[uo alf A Z 2, 
v= U, pala, pio a, ] Y A Z @, 
则 
u n v = D, 
其 中 
Urlao an = Ix € E(N) l tmi; = ajj = 0,…,n—1|. 
证 明 证 (1) 一 (2) 设 4AEM(SE) 是 阶 数 J >0 的 有 限 型 ,由 命题 
3.1.4 存在 排除 系统 IË A = Ay. 记 
X —|Bc 2913A € «fii A «Bl, 
其 中 名 如 (3.1.11) 定 义 .显然 
A = Ay = Az, 
BJ 2 EA 长 度 均 为 了 HERRAR, TEE 3.1.7, 3, 8 - W J& A 的 决定 系 
证 (2)=>(3) 设 结论 (2) 成 立 , 按 z 的 定义 及 (3.1.12) 式 即 可 得 结论 (3). 
证 (3) 二 (4) 若 结论 (3) 成 立 , 设 xr€u,y€v FiÉx,y€AH 
x; y, jon-Jtl,n-l 
从 而 , 按 结论 (3) 定 义 的 z € u (o, WERE AR. 
证 (4) 二 (1) dX 
F = |B EBBA}, 
其 中 ,名 如 (3.1.11), 则 
ACAgy= Ix € E(N)IB "4 x, NBC Z|. | 
如 果 A 关 Ag, 即 A REJ 阶 的 , 则 存在 B= (laorar), n> * 1f 
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B < Aa fH B 74A. 
另 一 方面 ,能 出 现在 4Ay 内 的 了 序列 也 能 出 现在 4 内 ,因此 
u = Usl ao, 7,444] n A 天 £g, 
v = Uppalan an] NA Z @, 
据 (4) 有 
Ø = u N v = Uolao,,al N A, 
与 B KA 牙 盾 , 故 A 是 J 阶 有 限 型 的 . 
定义 3.1.8 设 (X, 旋 是 紧 致 拓扑 动力 系统 , 若 其 子 系统 
flu: M >M 
与 符 导 动力 系统 ISN), o) T HEURE, 则 称 M 为 了 的 N RENER. 
命题 3.1.5 # M 是 f 的 N 转移 不 变 集 , 则 M 同上 肝 于 康 托 尔 三 分集. 
证 明 由 命题 3.1.2 直接 可 得 . 
50 3.1.10] ”yy 是 从 紧 致 空间 X 到 Hausdorff 空间 Y 的 连续 单 射 ， 
则 y mHE. 
定理 3.1.3 (1 ” 紧 致 系统 (X,f) 中 /有 N 转移 不 变 集 的 充 要 条 件 是 
存在 N 个 两 两 不 交 的 紧 子 集 
A... AN 1C X, 


满足 条 件 
(Df(A)D UA, je 6 les NI 


(card Ñ f CAS, V Gs) € XCND. 
证 明 “首先 证 必要 性 . 设 闭 子 集 MC X 是 了 的 一 个 N 转移 不 变 集 , 即 存 
在 同 胚 映射 
h:M> X(N), 
使 得 
h: fla = o0*h. 
记 
A; = hA (Usi, i = 0,…,N -1， 
显然 , Ao, A1,…, An -1 是 M 中 两 两 不 交 的 闭 子 集 , H. 
(OD)fCA)D 9 f°h (Ulil) 9 & e QUoE iD 


= (GOD) 2 MD UA; j=0,…,N-1. 
Qr Ge A IUD = ure (Uo D) 


=h ys QULA Cio D 
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上 式 右 端 是 同 胚 映射 作用 于 单 点 集 , 故 


Card Nf CA4)) = 1, V Gi) € XCN). 
下 证 充分 性 .对 任意 kEN, 设 (io…ii) 是 SCN)=10,1,…, N 11 EKE 
意 一 个 序列 .利用 归纳 法 , 可 以 证 明 


FE CAS) = A. (3.1.13) 
事实 上 , 当 &=1 时 显然 成 立 . 设 上 式 对 & ER, 且 不 难 核验 
fA NFB) = fKA) f B. (3.1.14) 


利用 上 式 ,有 
fO = Fi | CAO n f ts £080] 
= J| (A| 0 £4,)| 
= US N f (A)) = An 
故 (3.1.3) 式 对 一 切 k>0 成 立 . 据 康 托 尔 交 的 性 质 ,有 
AADA. 


按 条 件 (2), 集 合 站 广 :(Ai) 对 所 有 的 (ioii…) € EN) 是 单 点 集 ,将 其 与 所 
含 点 等 同 . 记 

C = Ap U: U Ava. 
显然 , C 与 广 "(C) 是 紧 集 . 令 

M SO = UV NFA) (bis) € XO. 
由 Tychonov 定理 , M EZR. 显然 
f(M)CM. 
EX h: M--X(N)3J 
h: NA Ex (ioi). 
显然 ,有 是 满 射 , 且 由 A; 两 两 不 交 知 其 为 单 射 , 故 h 是 双 射 .下 证 有 EE. 
ER >€ M, Z 
h(x) = Gigi). 
对 任 一 nEN, 取 含 h(x) 的 柱 集 Uo[io, s irh A 
Fla) E A, s=0,1,,n. 

取 y€EM, 设 


` 54 ° SIE ”符号 动力 系统 


y = ÜV (A), 
H 了 的 连续 性 , 当 y 充分 接近 x 时 , 有 
f(y)E A. s-0,l-.n, 


即 
y E Aa N f (CA 0 NA £ (A, ) N (£O), 
[74 
h(y) = (ioii diac). 
从 而 


h(y) € Uolio is], 
即 在 xz€ M 处 连续 ,由 的 任意 性 ,hh 在 M 上 连续 . 因 M 15 X(K)EJ AS 
Hausdorff 空间 , 故 A ^ JR3E S, 从 而 六 是 同 胚 . 
同时 , 有 
ho fla = oh (3.1.15) 
在 M 上 成 立 .事实 上 , 设 
NAIA) = Nrl, Go) € Z(N), 


RECS = IOD, 
he fl) = Gi) = a s (iii) = o AUF ICA) = o h(a). 
即 (3.1.15) 成 立 . FE, M E f 的 N 转移 不 变 集 , 充分 性 成 立 . g 
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定理 3.2.1 设 NEN, 则 (3(N),c) 具 有 如 下 的 性 质 
(1)PP(o)=N. 
(2)Per(o)= X(N). 
证 明 (1) 设 nEN, 取 xE€53(N) 使 
Ipej 7oXj J — 0,1, e,n —1,k € Z, 
BJ + Æo 的 一 个 周期 点 . 
(2) 对 任 一 x EB(N) 记 


0 Tp gs) 


以 
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Xm» 775. T j X05 Tis 7, Tm 
为 一 段 , 令 其 循环 生成 zt EEIN), E LC BE I DEO xs, ERU € 
Per(c ), H. 
lim xí") = x, 

从 而 Per(c) = Z(N). D 
由 于 Per(o )CQ(o), 故 该 定理 说 明 全 转移 系统 (5(N),o) 无 游荡 点 . 
EK 2.2 (3(CN),c) 是 拓扑 混合 的 . 

证 明 iZ UO V 是 双边 符 导 空间 了 3(N) 中 的 非 空 开 集 , 取 a € U, bE 

y. 出 存在 仁和 U (a) 和 V, (p), fi 

UDU,(a)2|r€ X(N)]z, = a, lel < 

V > V, (b) = |+ SM 
其 中 , mm 是 一 常数 .于 是 

PCU) NAN VOc"(U,Ca)) N V,CD), Vn € N. 
而 当 42m +1 WF, # 

o" (CU, (a)) N V,Cb) = ix € ECND |o, = by, lk] 

S M; Tg = Akins l; + nl < ml = d. 
联合 前 式 , 当 2222 m + 1 时 ,有 
(U) f) V Z @. 

即 (5(N),o) 是 拓扑 混合 的 .类 似 可 证 3(N ) 是 单 边 符号 空间 的 情况 . n! 
推论 3.2.1. (5(N),o) 是 拓扑 传递 的 . 

证 明 ”由 于 拓扑 混合 草 函 拓扑 传递 , 故 由 定理 3.2.2 直接 可 得 . 
下 面 讨论 符号 动力 系统 的 混沌 性 质 ,为 叙述 简单 起 见 ,不 妨 使 
S(2) = 10,11, 


mi, 


H 5(2) 是 单 边 符 号 空间 , 令 
£(2) = Zo Ú 5, 
5o = [|z € 5(2)| ro = 0l, 
XQ dr € X(2) zo = 11. 
对 村 :一 般 情况 下 的 5(N), 可 类 似 地 进行 讨论 , 并且 可 以 证 明 比 如 下 更 强 的 结 
论 .关于 这 方面 的 讨论 , 可 参考 有 关 文 献 ,例如 文献 [46]. 
首先 ,对 任 -- r€ (0,1), 归纳 定义 M = [E,1;-o, KT E, = Zo 或 51. 
stepl ÚW I CN 是 使 [i0r1=1 的 最 小 正 整数 , 记 a = 15, E X 
M: = |E, Ejo, Ezi, 


= 


其 中 
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E; = EQ (0=< E < a), Er = 5}. 
step? 4 >l i}, ii a=, B= (1-1). 3E M5 已 有 定义 ,定义 
M; = |E, Eh, US EL, 
其 中 
| Es, Et, c, Epl = Mb, 
E; = 5o BB<k<a, 
Er = Eo [n] - [G - 1)r] = 0, 
l En [r]l-[G-0Dr]-1. 
至 此 M 归纳 定义 完毕 . p 
类 似 于 第 二 章 定理 2.4.3 中 的 证 明 , 可 以 证 明 如 下 引 理 . 
引 理 3.2.1 i$0« 5 «6C L, IUPCM, D) 9 Card(|i|E;= X4, i0, 
1,77, 0D, 有 
(IP(M?,2)= [Im], V95€(0,D. 


7 2 
(2)lim PMID ss Y E (0,1). 


GHE L>0, FE 1» L fi dora? Moh = D. 0 
EH 3.2.3 ” 设 (5(2),o) 为 单 边 符号 动力 系统 ,对 任 一 点 z€ 3(2), 存 
在 一 个 混沌 集 C,, 使 
(1) lim supd(o”(y),o"(z))>0, Vy, z€ Ci, yz z. 
(2) lim infd (^ (y), 9620) -0, Vy,z€C,. 
证 明 对 任 ~- +€ X(2), EX 
C, = [2 € X(2)|r € (0,1), 2; Z ro31»018&n-7) 
HIG +1l)r] - [r] = 1, Yn > 01. 
显然 , C, 是 不 可 数 集 . 
(1) 由 引 理 3.2.1,24 0 $5 « 6C 1 HE FE E I < DX 1G € o dl 
xl rt. a = Ú, Vj». 
于 是 
d(o*(z"),c (5) 21, a=}, 3j»0. 
从 而 结论 (1) 成 立 . 
(Q)SHER 120,18 n = CU, H C, poe on 1(x?) 和 o"*1(x?) 的 前 21 
个 符号 相同 ,于 是 
O< dC Gams) 2 ode nc 


k= 


从 而 结论 (2) 成 立 . n 


4 co 
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定理 3.2.4 在 (5(N),o) 中 ,ent(o)=logN. 
WEBA 仪 就 5(N ) 是 单 边 符 号 空间 的 情况 进行 证 明 . 由 于 Bowen # thti 
与 度量 选取 无 关 . 不 妨 取 
px, y) = max] > Iubet») Vx,y € E(N) 


为 3(N ) 的 度 基 . 
设 0<e<1, 而 m 20 EIE L/mse 成 立 的 最 小 正 整数 , 记 

Sm,n = IP = (49,41, às n1) a; € S(N),j = 0,1, mt n — 1l, 
Pn,n = [PP € X(N)IP € Smal: 
Card( Sm, n) = Card( P,,,) = N"'", 

H P。, 是 (3(N),c) 上 的 一 个 (ne ) 张 成 集 . OK E, XEE— z€ X(N), RR 

y€ P, n E 
yj = z, jo0,l,mt*tn-l, 


eG Gr) e o d 


从 而 由 定义 2.6.2 有 


<e，A=0,1 7 一 |. 


r le) < Nm 


据 定理 2.6.6 有 
ent(a) = lim limsup Tlogr, (e) < logN. (3.2.1) 


男 一 方面 , 记 
S, = IP = (asas a la; € SCN),j = 0,1,…,n - 1M, 
= [PP € E(N)IP € S,l, 
Card( $,) = Card( P, ) = N", 
且 类 似 可 证 P, 是 (5(N),o) 上 的 一 个 (n,e) 分 离 集 .同样 ,有 
S.(e) 宇 N", 
H 
ent(o) = lim limsup 一 LlogS, (e) > logN, (3.2.2) 


£-0Ü n— 


联合 (3.2.1) 和 (3.2.2) 式 有 结论 成 立 . n 
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$ 3.3 有限 型 子 转移 


设 N 之 2, (3(N),o) 为 状态 空间 SCN) = 10,1,…N 一 1| 上 的 单 边 系统 . 
id M. XN x N 阶 和 矩阵 的 集合 , 其 算 阵 的 元 素 为 0 或 工 称 为 0,1 符 阵 . 

ACM(Z),M(Z)E X4I(3.1.3). 

定义 3.3.1 PRO, THRE A := (a, )€ My 是 子 转移 

oA:A—>A 
或 4 的 转移 矩阵 , 如 果 
[b (ij) «A, 

(0, — 其 他 情况 ， 


ag 一 


其 中 (z) 是 S(N) 上 的 2 序列 . 
显然 , 对 于 一 个 子 转移 o4, 其 转移 矩阵 是 唯一 确定 的 .反之 ,对 任 - AC 
MAN, 能 否 唯一 确定 一 个 子 转移 呢 ? 下 面 讨论 这 一 问题 . 
i 4EAMN, 记 
3a = fr E E(N) la = S Vi € ZI. (3.3.1) 
命题 3.3.1 FX C M(X), (2 C XA HF R o4: 31> Za EARE 
TER. 
证 明 令 
y= la 0.V0x ij < NI, 
则 
A; ix € X(NDJIA Kr, VA € A 
是 有 限 型 的 , 了 容易 验证 
ÉE, = A. 
据 前 证 (3.1.5), A y 闭 且 对 6o 不 变 , 故 命题 结论 成 立 ， ü 
例 3.3.1 XP A 中 所 有 元 素 皆 为 1, 则 3 = X(N);# A 为 单位 矩阵 , 则 
X, 中 只 有 NN 个 点 .矩阵 


0 1 10 0i 
A= |o |, a= | | 
0: 
对 应 的 34 是 空 集 ; 知 阵 


As; = 


! À - [° o 
0 1^ 1 | 


对 应 的 x, 在 双边 序列 时 ,是 同 -个 
E, = Z. = [Cee 


3 4 
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在 单 边 情况 时 , 是 
= (011e), (117791, Z4, = df. 
注 3.3.1 每 -个 有 限 型 子 转移 ,可 以 对 应 一 个 转移 矩阵 ; 反 过 来 , 每 一 
个 0,1 和 矩阵 也 可 以 对 应 一 个 有 限 型 子 转移 .但 不 是 一 一 对 应 的 .为 了 使 这 种 对 
应 是 一 一 的 ,需要 对 0,1 ABRE PE HR HI RR l: 
(1) 不 妨 设 0,1 ERF A = (ai)nx wn 的 每 一 行 和 每 一 列 的 元 素 均 不 全 为 0， 
FEE, 如 果 存 在 0 委 ;i 科 六 -1 使 
aj = 0, j=0,1,…,N-1, 
则 ; 不 出 现在 34 里 元 素 的 坐标 分 量 中 , 于 是 可 以 讨论 状态 空间 SON - 1). E 
的 符号 动力 系统 ,即将 i 从 状态 空间 S(N ) 中 删 去 , 而 讨论 低 一 阶 的 系统 . 另 
一 方面 , WREE OSN - 1 使 
Gij =0 i-0,Ll-,N-1, 
当 54 是 双边 系统 时 , ; 不 可 能 出 现在 34 的 点 中 ; 当 x, 是 单 边 系统 时 ,7 只 能 
作为 第 一 个 坐标 分 量 出 现 ,于 是 o, 不 是 满 射 .这 时 , 把 第 j 行 的 元 素 , 全 部 置 
为 0, 得 到 一 个 同 阶 的 0,1 EFE A 34, 就 是 X, 中 去 掉 以 j 为 第 一 坐标 分 基 
的 点 后 所 剩 下 的 余 集 , 在 二 者 之 上 的 子 转 移 有 相同 的 非 游 荡 点 集 , 故 有 相同 的 
动力 性 状 . 从而, 可 讨论 低 一 阶 的 系统 . 
(2) 由 于 初等 变换 不 改变 0, 1 第 阵 所 决定 的 有 限 型 子 转移 , 故 可 以 假设 
4=(ai)NwxN 取 如 下 形式 的 标准 型 


- Au 
0 
: 0 
0 — 0 A, ， (3.3.2) 
A, ih A, k A, 
| Ark, Ut Ark A. 


其 中 kytee ET NL EDO, A, ARTIE RIE RE, i= 1,2, ss Akp 
Arp ,中 至 少 有 一 个 不 是 0 矩阵 , L5 + duos s ERE B o (Ou wa FIORI T 
HERE, 如 果 对 任意 固定 的 Oi, jh, EE n 20, E B" - CO )NxN 中 有 
bi >0. 

其 证 明 可 见 有 关 文献 [46], 这 里 不 再 费 述 .后面 将 遵从 该 约定 , 而 不 再 说 
BH. 

$588 3.3.2 设 4,BEMN, 则 
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A Z B5, Ep. 
证 明 ”充分 性 是 显然 的 ,下 证 必要 性 . 记 柱 集 UL [ioci in- fe B EK 
相对 柱 集 为 
U, lio, du-ilg = Umlio dal N Ep 
=|x € Xplr,49 = io, Imin- 1 = dal, 
(3.3.3) 
于 是 , 按 定义 不 难 证 明 : 对 任意 的 0x51, j <N 
bj = 1€3Us[ 5,;]B Z Ø, (3.3.4) 
W AZ B,BIETEOS EN Ha; = 0, b; - 1. TE, FR X, 的 定义 , Cg) e Z, 
中 不 出 现 ;而 按 (3.3.4), Cj) te 5 中 出 现 , 故 
2, Z 2ə 


推论 3.3.1 有 

(1)Mn 与 6:5(N)=5(N) 的 有 限 型 子 转移 一 一 对 应 . 

(2) 设 A € My, M o, (54)= Z4. 

证 明 结论 (1) 由 命题 3.3.2 直接 可 得 .下 证 结论 (2). 设 z = Goin) 
€ 54, 据 注 3.3.1 的 (1), 存 在 i,0i<k, 使 得 


di, = 1. 

显然 

(rax) € Za, 
于 是 

o((iror1'*)) = x, 
is 

c(X4) 2 X4. 

再 由 命题 3.3.1 的 e( Z,)C E, AlZiie 2) RAE. Ú 


定义 3.3.2 SCN) 上 的 n 4E BERT SI ioi in- PRA ERE A 的 可 人 允 
序列 , 若 存 在 m 20 使 (3.3.3) 定 义 的 相对 柱 集 U, [ioiti ila ADRE. 
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意 的 i0, 存在 矩阵 A 的 可 人 允许 序列 zr; nomi. 
证 明 ” 先 证 必要 性 . 设 zxEQ(o), 并 任 给 120: E iE AE, TEE n> 
上 ,使 
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Coa)" (Uolo z |a) N Uol xo rela Z Ø. 
即 存在 z € Uo xo 2, ]4 使 
(Coa) (2) € Ug[ xo xia: 
XXX (o4) Cz) = y, 可 得 
Yo 7 zy = X4, Y= zo jJ —n-h, 
于 是 
Ti TL Y;-a X091 
是 矩阵 A 的 可 允许 序列 , 必要 性 得 证 . 
下 证 充分 性 . 设 x = zz e € 54, 任 给 k& >0, 取 含 + 的 相对 柱 集 
Uo[zo…xzt]a, 并 取 i 之 &. 按 假设 ,存在 可 允许 序列 
Lilir Litti r >O, Ziri = xe. 
4 y= yoy1…, 其 中 
并 Ozcmsicr, 


Ym 一 . 
n fm-QGrredlp PLZ ¿+ r +]. 


y € Ucl xo 2 ]a 0 (y) € Uo[zo zelas 
即 存在 i+r+1, 使 
oa (Uo ro arla A Uol zo zk ]ÀA = Z. 
由 & 有 >0 HERH, H renlo), KEDERE. g 
定理 3.4.2 Per(c4) Ø HPer(A)=A(0a). 
证 明 ”只 证 后 一 结论 .由 于 Perl ACA) R aloa) HH, RRE 
(o4) C Per(o,). (3.4.1) 
任 取 x € Q(o,) K i 70, BEM 3.4.1, PEER A 的 可 允许 序列 


Lii Lito’ r> 0, Tisr+1 = Zo: 


于 是 
TOTT LXi Tirr 
构成 循环 节 , 以 此 作 oh 周期 点 p;, 有 pi 一 xz(i>+ %%), 故 (3.4.1) 成 立 ， — UU 
下 面 讨论 Q (oa, ) 的 结构 问题 . 
引 理 3.4.1 A = (a5) € Mx £ HT £I e> X$ FE RE DR + HE E 2C # a; fl 
aj, (0i, j, L, m < N), FEA j 到 1 的 可 允许 序列 j…1. 
证 明 首先 , 设 n >0 用 数学 归纳 法 不 难 验证 
aU? = card( | (ioin) | Gigi i) 是 可 允许 的 ,io = di, = jl). 
(3.4.2) 
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下 证 必要 性 . 设 4 不 可 约 , ajam EA 的 任意 两 个 非 零 元 素 . F A, ff. 

£ n 0 fi 
"a > 0. 
按 (3.4.2) 式 ,存在 n+1 个 字符 的 可 允许 序列 
jel, 

即 必要 性 成 立 . 

再 证 充分 性 . 设 a; 是 4 的 任意 一 个 元 素 (0 二 i,j<N), 按 注 3.3.1, 存 在 
Oc, m«N f&a; — 1, gj 7l. 由 假设 ,存在 可 允许 序列 


显然 ,序列 


也 是 可 允许 序列 . 故 存在 n>0, 控 (3.4.2) 式 有 
a? >0. 


即 A = (a; ) ERITAR. D 
定理 3 4.3 ”有 限 型 子 转移 o, 的 非 游荡 点 集 
Aloa) = U X, (3.4.3) 


是 有 限 型 的 , 其 中 4 如 标准 型 (3.3.2) 式 所 示 . 
证 明 首先 ,证 
(Q (oL) =. Za, (3.4.4) 
对 上 式 右 端 任 一 = (rore), fee Ot I fr € 34, 对 任 一 i>0 有 
rar =1,arzr,, =]. 由 于 A 不 可 约 ， 按 引 理 3.4. 1, 存在 Za P, 亦 即 A 中 的 
可 允许 列 
itl ToT], 


再 榨 定 理 3.4.1 有 x EQ(o4) 成 立 , 即 (3.4.4) 式 成 并 .下 证 


Q(z,) C. U Z4, (3.4.5) 
对 上 式 左 端 中 任 - GO r= Grec, KE (0 存在 A 的 可 允许 列 
AVERQU'EQX]- (3.4.6) 


则 存在 0<j 过 ;使 4; ;在 Au 内 . 若 其 不 然 ,由 4 的 下 三 角 标准 型 结构 ,不 可 
能 存在 非 零 的 序列 


Usar Ur x Qz z rry 
从 而 不 存在 可 允许 列 


iT OZ1， 


与 (3.4.6) 矛 盾 . 故 
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ToTXl 
是 的 可 允许 列 .利用 (3.4.6) 可 归纳 证 明 , 对 任 一 > 必 有 A 的 可 允许 列 
LOLE Tp. 
^ 
p.€ Uol rozi z Ja,» 
显然 


P, > z,(r —+ œ). 
由 X, 的 闭 性 ,有 xzE 34,, 即 (3.4.5) 式 成 立 .联合 (3.4.4) 与 (3.4.5) 有 
(3.4.3) 式 成 立 . 
最 后 ,由 (3.4.3) 式 ,2(ca) 是 由 对 角 阵 diag[ AL, ons A, ] 决 定 的 对 o 不 
变 的 闭 子 集 , 因此 是 有 限 型 的 . 
引 理 3.4.2 iZ AC My 已 为 标准 型 (3.3.2), 则 
Xa = AA, (3.4.7) 
的 充 要 条 件 是 4 = diag[ Ai, ALT BE r= s. 
证 明 将 状态 空间 S(N 分 解 成 * 组 互 不 相交 的 子 集 : 
10,1, 7, ki = Li, 
librit 1,20. Ë 5 + k2— 11, 


[ki +Ë) + + dayssRp tovs tk — 1l, 
其 中 局 + 人 + 有 = N. X bj Br 0,1 EBE AG CIS; s) EH FEE RE E + … 
tha, Ei ton tk- ARBRES REE, 决定 了 一 个 有 限 型 子 转移 


UA IZ -> > 
A, Ay A, 


可 以 看 作 是 o 的 子 转移 .于 是 


M. ZA, € 24， (3.4.8) 
下 证 必要 性 . 设 (3.4.7) 成 立 .车 A 不 是 对 角 阵 , 则 存在 r<: <s 使 
Aj, 天 0 


其 中 1 委 ; 委 :上任 取 其 中 一 个 非 零 元 素 cup, 有 
kitoe + ks (S< aS bi + u + k, - 1, 
B< k i+ + k. - 1, 
Hl a 和 8 不 在 前 述 分 组 的 同一 组 中 ,于 是 
Us L ofla, , n 2a, =Ø, j-12,'5s. 


即 
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M. XA, = XA 
与 假设 矛盾 , 故 必 要 性 成 立 . 
再 证 充分 性 . 设 4 = diag[ A, ，…, A, ] 成 立 . 记 
r= [(ap) laag = 1, VO0Sa, BSN-I, 
其 中 ao 是 4 中 的 元 素 ,于 是 
ZA . U,[oft]4. 


pou 
M a 8 € Ay f 
U,[aBla C Za,» 
有 
Za S U X, 
EK (3.4.8) 8I(3.4. 7) RE. n 
定理 3. 4.4 ”有限 型 子 转移 c, 的 非 游荡 点 集 
Q (0a) = X 
当 且 仅 当 A = diog[ A4, 77. Ax, l- 
证 明 由 定理 3.4.3 和 引 理 3.4.2 直接 可 得 . U 


注 3.4.1 以 上 讨论 可 以 采用 图 的 语言 和 方法 .0,1 矩阵 A € My 可 用 如 
下 条 件 定义 一 个 有 向 图 GCA): 

1” aj 是 G(A4 ) 的 一 个 顶点 , 当 且 仅 当 as =1. 

2 从 顶点 aj 到 a 有 一 有 向 弧 , 记 为 agat, A HC j — 0. 

注意 到 如 下 等 价 条 件 : 

对 任意 的 i>0, 存在 矩阵 A 的 可 允许 序列 rizi+t…zozl 后 存在 从 arr ， 
到 a, , 的 有 向 路 径 . 

容易 得 到 如 下 结论 : 

(1) 设 zxEY, 则 zE0(cs) 傅 对 任意 i >0, 存 在 从 arz, 
路 径 . 

(220(o,) 2 34 仿 G(A) 的 每 一 个 顶点 都 有 闭路 通过 . B 

定理 3.4.5 Ub o, EARE, UL FRUI AE UT 

(1)o4 是 极 小 的 . 

(2)o 拓 扑 传 递 且 4 是 有 限 集 . 

(3), = Per( 4) B H o4 的 一 条 周期 轨迹 组 成 . 

(4)A 的 每 一 行 和 每 一 列 只 有 一 个 不 在 主 对 角 线 上 的 非 零 元 素 . 

证 明 (0) Q2) i 6 是 极 小 映射 ,而 极 小 性 蕴涵 拓扑 传递 性 . 由 定理 
3.4.2, Per(c,) Æ, W r€Per(o4 E 


1 


到 a+ = 的 有 向 


+1 
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E, = Orb(x), 
而 Orb(z ) 是 有 限 集 , 故 Z, 是 有 限 集 . 

(2) 之 (3) É SEERE, 若 534 关 Per(o4), 则 任 一 y€ Z, \ Per(os) 
使 Orb(y) 关 3 ;上 骨 由 o4 的 拓扑 传递 性 ,存在 zEPer(os) IË yE X, -Orb(x) 
b y€ Perlo) F A. R, Æ Z, = Per( c, ) 但 至 少 包 含 两 条 不 同 的 周期 轨道 
Orb(x ) fll Orb( y), H oo 的 拓扑 传递 性 ,存在 z € Per( o, ) 使 

Orb( x) U Orb(y) C Orb(z) = Z,, 
与 Orb( x) Orb Cy)7F H . Sx ie (3) SE. 

(3)>(4) 设 结论 (3) 成 立 . 若 存在 0 委 ;< N fa; —1,W0 2 中 存在 每 个 
分 量 都 为 ;的 点 zx=( 证 …). 显 然 Orb(z)= 1x|, 有 34=|zx| 与 4 的 假设 矛 
盾 . 

如 果 4 的 第 i 行 有 两 个 元 素 不 为 0, 即 存在 2 s 使 

ay, =1, an = |， 
则 存在 z,yE X,-Per(o,)f£ 
y € Uglisl,, x € Uolit]4, 
显然 Orb( c) 5 Orb(y) 是 两 条 不 同 的 周期 轨道 , 与 断言 (3) 了 矛盾 . 同 理 , 可 证 列 
的 情况 ,于 是 结论 (4) 成 立 . 
(4) 二 (1) 设 断 言 (4) 成 立 , 则 存在 N TH N 个 字符 组 成 的 可 允许 列 ，; 


1011 17N-l 


i112'"*10, 


UN-110 7 1N-23 

TE yx = zz ,zol 其 中 二 0) 是 上 述 第 /个 可 允许 循环 生成 
的 ,j =0,1,…,N-1. 直 接 验证 , 可 知 o 是 极 小 的 . 0 

推论 3.4.1 如 果 oi 是 极 小 的 ,有 

(1)534 是 平凡 极 小 集 . 

(2)ent(o,) — 0. 

WEB] 由 定理 3.4.5 4 34 由 o4 的 一 条 周期 轨道 组 成 , 故 5 是 平 几 极 小 
集 ; 并 且 , 由 54 是 有 限 集 知 ent(ca )=0. D 

与 极 小 有 限 型 子 转移 不 同 , 对 于 一 般 极 小 子 转移 , af pi EmA. 

定理 3.4.6 B oo 是 有 限 型 子 转移 , WIR PUE EET: 

(1)os 拓 扑 传递 . 

(2) A 不 可 约 . 

(3) 对 任意 0Ci, < NL ETE n 20, f 
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Ir € Ealo = ix, = jl Z Ø. 
证 明 (00) W x€ X fE 
Orb(x) = S4. 
由 引 理 3.4.1, 只 须 证 从 ara Pl A IESIRE R aim (OSL, m< N) 存 在 以 
zi #| ¿ 的 可 允许 序列 即 可 . 设 y= (limy2y3…), 存 在 k&>0 使 


dlor), y) < L, 
从 而 za = 1,z r A = m 于 是 
LT Eks Tey = d 
是 从 zi 到 /的 可 允许 序列 .由 此 可 证 4 不 可 约 . 
(2) 二 (3) 对 任 给 0 志 i,j<N, 设 A 不 可 约 , 即 存在 n>0 使 
aU? > 0, 
由 (3.4.2) 式 可 证 结论 (3) 成 立 . 
(3) 二 (1) ER A 的 两 个 相对 柱 形 Uo[ ig i JA T UoLjo…jm ja 其 中 ， 
n,m >0, 设 断言 (3) 成 立 , 即 存在 从 i, 到 jo 的 可 允许 序列 
Ha. Ajo (£ > 0). 


显然 
Uo[ io isi ljo timla C Uolio inlas 
于 是 
o^ QUob io ido idiot jm]a) = Uoljojm]la 
C oS (Uli inda), 
即 


Uoljo imla N cU COUo Eig is la) = Ø, 

由 定理 2.3.2,c4 是 拓扑 传递 的 . 口 

推论 3.4.2 (cs)=Y, 当 上 且 仅 当 oo 是 拓扑 传递 的 . 

证 明 由 引 理 3.4.1 可 以 证 明 如 下 事实 : 

A € My 不 可 约 SGC) 有 一 条 闭路 过 所 有 的 顶点 . 

利用 这 一 事实 , 按 定理 3.4.6 和 注 3.4.1 的 结论 (2), 可 直接 得 到 该 推论 . O 

定理 3.4.7 ”有限 型 子 转移 , o : 34 一 24 是 拓扑 混合 的 , 当 且 仅 当 4 是 
非 周 期 的 , 即 存在 M >0 使 AM>0(FB( AM); 0, VOCE, j  N). 

证 明 首先 证 必要 性 . 取 A = (a;) 的 非 裤 相对 柱 集 

U; = Uolila, i=0,1, N 1. 

设 os 是 拓扑 混合 的 ,于 是 对 任意 i, jE S(N), 存 在 正 整数 Ny, M n > Ns 时 
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U: N U, x 2, 
W Eol UDA U FE x € U f z oq Cr), i 
LOTI 49 1 Z, = J 
是 zs 上 的 可 允许 列 . 由 (3.4.2) 式 有 ag > 0, FERM > maxN;, 可 得 
4Y>0, 即 A 是 非 周期 的 . 7 
下 证 充分 性 . 设 A 是 非 周期 的 , 即 存在 M >0 4 mz M 时 ,有 A”>0. 任 
取 x, 中 的 两 个 非 空 开 集 U 和 VV,sEU,zEV, 则 存在 之 0 使 
Uk(s) = Uolso sa C U, Uklt) = Uol ty t], C V. 
XI--U])nZk tM,il m=n-k>M H 
am» 0. 
按 (3.4.2) 式 ,存在 可 允许 序列 
COC Cmo CoO“ Íj Cm 7 80- 
于 是 对 任 一 n= m +k>M, 可取 到 E, 中 的 元 素 : 
r = (ot ems0 ss) € Uli u], C V, 
满足 
a (z) € U. 
从 而 oh 在 54 上 是 拓扑 混合 ; 
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设 (X, 户 是 紧 致 拓扑 动力 系统 ,% 是 X 上 的 一 个 开 履 盖 . 记号 
VID = V fID VY VERNA 
同上 82.6 中 的 定义 ,也 是 X Ef UE. 


定义 3.5.1 b x MT ER E SNERT, EM .的 元 素 的 任 

ROT SIL A, z-ofe f 
Qf " CAL) 

至 多 包含 X 的 一 个 点 . 

定义 3.5.2 称 上 映射 了 是 扩张 映射 ,如 果 存 在 8>0. 使 得 z, € X BR < 
zy 时 ,存在 n >0 满足 

di f'a), f(y)) >à 

并 称 ó 为 f 的 扩张 常数 . 

命题 3.5.1 了 是 扩张 映射 , 当 且 仅 当 上 有 生成 子 . 

证 明 首先 证 必要 性 . 设 0 20 是 扩张 映射 了 的 扩张 常数 ,是 一 个 半径 
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为 6/2 的 开 球 构成 的 有 限 开 覆盖 , | A,1”_6o 是 .7 中 元 素 的 一 个 序列 . 当 r, yE 
X, 使 


zo € Nf "(A,) 
时 ,有 
dr) PO) <ó, Vn z 0, 
按 了 的 定义 ,x =y, 故 .x 是 了 的 生成 子 . 
现 证 充分 性 . 设 x 是 了 的 生成 子 ,6 WI Lebesgue 数 . 如 果 zr,yEX 使 
d(f'(x),f'(y)) S, Vn c0, 
则 按 Lebesgue 数 的 定义 ,存在 A, € .3 使 
HP GO, FOI CA, Vn zm DO, 
B] 


ny € NSCA). 
RERTHEXL, E r= y;)AT r= y 时 ,存在 n>0 使 
d(f' (x), y) > ó, 
B] 上 是 扩张 的 . U 
定理 3.5.1 车 .x 是 f 的 一 个 生成 子 , 则 
ent( f) = ent(f, 4). 
证 明 b oz E X HÉI— OT, F Lebesgue 数 820. 可 以 证 明 : 存在 
N >0, 使 得 


d(U) < 6, YU € V f (a). (3.5.1) 
若 其 不 然 ， 对 每 一 个 ) 0, FE z My, 使 d(xj,y;)>6 和 且 以 有 元 素 Aji, 
(0<;<;),W É 
T € Ar (2. 
H X RRE, (E46 Lj bI TI ju goi 
aj a.c y (k —+ °), 
显然 z y. AX ECRIRE, 故 可 设 
zx, € Ao€ 4 Vk »0 
于 是 u 
r,y € Ao. 
间 理 , 对 任意 Ozon < ; 可 设 加 
Ti yj € 广 ”(A)， A, € X. 
于 是 
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ny € Y f "(A,) 
与 凡是 生成 子 矛盾 , 故 (3.5.1) 成 立 .从 而 
于 是 


= dim TH( V f G0] = em 
对 任 一 开 餐 盖 多 Kar. 故 结论 成 立 . D 
在 符号 动力 系统 (3(N),c) 中 ,定义 
A = |z € X(ONDIxo = jl, j-0,1,7, N-1, (3.5.2) 
A= [Ap Apos AN 
命题 3.5.2. WE A, 如 (3.5.2) 定 义 , 有 如 下 结论 
(DR o 的 一 个 生成 子 , 称 为 o 的 自然 生成 子 . 
(2)o:3(N) 一 5(N) 是 可 扩 的 . 
(3) 子 转移 o4 :A->A 亦 是 可 扩 的 , B. 
st = |A Alj 20,1, N- 10 
是 o, 的 一 个 生成 子 . 
证 明 留 作 练习 . (] 
É MX)UgxXQ.1.3). 
EH 3.5.2 Ü ACM(X)iO 
Qh) = Go 4 IUs isi] x E. 


ent o4) = lim TlogCard( Q, CA). 
证 明 由 命题 3.5.2, 4, 是 on. 的 一 个 生成 子 , 于 是 
ent(s4) = ent(øas a) = lim TH| V ozta]. 6.5.3) 
另 一 方面 ,对 任 一 (i0…i, 0€ Q,CO, ERA 
Uo ioi ila Æ DSA N o3 CA) D 7 N os CA, ) Z Z, 


其 中 A; € da, F 
(i0, dS a) > Ai n o4 CAL) n e n ca" P (A, 4), 


于 是 , 可 建立 
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Q,CA) SV as! Cl ) 
的 一 -对 应 .从 而 
logCard( Q,(A)) = logN| Vaata) = H| Noi! Ga)] 
代入 (3.5.3) 即 有 结论 成 立 . E 
定理 3.5.3 UA — (a4) € Mv, P (A) A 的 谱 半 径 , 则 
ent(o4) = logo(A). 


WEB] ic 
Q, (Za) 2 0G i, Usb ig 4] 9 E 


Gori, D laus an ias Maa 一 Nl. 


利用 (3.4.2), 有 
n l n 
Card( Q,(X,)) = > Ai di i 5 > at^ 9. 


io 1 iia 
在 My 上 定义 范 数 


lBl = 2161, VB = (b;) € My 
W `J 
` Card(Q,(Z,)) = lA"! f. 


利用 定理 3.5.2 和 已 有 结论 !49]: 
p(A) = lim A* || 7”, 
得 
ent( oa ) = lim L logCard( Q,(2Z,)) = lim 二 log | A^"! | 


n — 1 
n 


定理 3.5.4 iZ AC My E T BJ ZJ EE EE, 则 


ent(c4) = Ü 


， _—1_ ， 
log || A"! || »-3 = logp(A). 0 


= lim 
n= 


当 上 且 仅 当 oh 是 极 小 的 . 
证 明 充分 性 由 推论 3.4.1 给 出 , 现 证 必要 性 .车 o4 非 极 小 , 按 定理 
3.4.5, 存 在 0 三 i0,i,ii<N 使 


aj, = l, a 


再 由 A 不 可 约 知 o4 JE a Th 638 B9, FO E iu, isti AA A S AE 
3.4.1, 可 以 得 到 两 个 可 循环 的 允许 列 


= 1, 


Loi 
D 


O7 r 7 yz > mu sme ne Mer ( / [r 
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igi, dg. 
由 此 ,可 作出 如 下 两 个 长 度 相 同 的 可 允许 列 
ip i, = dr 22, (3.5.4) 
ioii tise d; = dor > 2, (3.5.5) 
fH ARR — =i (0<j<r), 从 而 得 到 如 下 的 树 


图 3.5.1 可 允许 列 生成 的 树 


任何 从 根 结 点 io 起 始 的 沿 树 的 路 径 连 续 选 取 ”个 字符 组 成 ”序列 都 是 
可 允许 的 , 记 这 样 得 到 的 ”序列 的 集合 为 已 ,, 归纳 可 证 
Card( Pa) = 27, j=2,%,r+1, Vn >00. 


显然 
Card( P, ) < Card( Q, (24)), 
按 定理 3.5.2 有 
ent(o4 ) = lim —-logCard( Q,(2,)) 之 lim 二 logCard( P, ) 
. 1 "T 1 
= lim mns 1 = log2 > 0, 
与 所 设 ent(s4) = 0 FE, W ca 极 小 . 0 


定理 3.5.5 Ü AC Mn 是 不 可 约 的 , 则 o 是 混沌 的 充 要 条 件 是 
ent(o4 )>0. 

证 明 ” 先 证 必要 性 , 设 c, 是 混沌 的 .车 ent(os ) = 0, 则 是 极 小 的 ;再 由 
定理 3.4.5 的 结论 (3), 34 由 oh 的 一 条 周期 轨道 组 成 , 故 o4 不 可 能 是 混沌 的 ， 
与 前 设 矛 盾 , 从 而 ent(o4) >0. 

下 证 充分 性 , 设 ent(o4) >0, 即 oi 不 是 极 小 的 ， 正如 定理 3.5.4 的 证 明 ， 
存在 两 个 循环 列 ,如 (3.5.4) 和 (3.5.5), 记 其 为 

P = (ioil*i,-1), Q = (ipit ica ). 
对 每 一 个 实数 7E (0,0, S 
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xrl = MI M?, = 

其 中 , M =P 当 且 仅 当 存在 EN 使 得 

¿= RIG +1)n]- [zq] = 1; 
否则 , M = Q 显然 

a? Z x", V0,n € (0,1),0 x n. 
类 似 于 定理 3.2.3 的 证 明 ,对 任意 0,7E (0,1), 可 证 

limsupd (o4 (2°), o4 (27)) 20, Éni 
lim infd (oA (x^), o4 (27) = 0. 


即 o, 是 混沌 的 . 0 


$3.6 Smale 马蹄 


Smale 马蹄 (Smale Horseshoe) Æ S. Smale 在 1965 年 研究 微分 动力 系统 时 
构造 出 的 一 个 数学 模型 511. 
记 R 中 的 正方 形 
Q-[-L1]x[-1,1] C R. 
定义 3.6.1 称 映射 u:[ -11]->[-1,1] 的 图 像 为 Q 中 的 水 平 曲线 ， 
若 存在 常数 0<p<1, 使 
lu(xi) — u(z22l] < ulxi 7 xil, Vzr,zr;€l[-1,1] 
成 立 , 如 果 两 条 水 平 曲线 u 和 xs 满足 条 件 
-i1xu(x)«ux)szl. Vx€[-111 
则 称 
U = lx, y) --1< r bur) < y S ukr)! 
为 Q 中 的 一 个 水 平 条 ;这 时 该 水 平 条 的 厚度 定义 为 
0(U) = max |u2(z) - uilx)}. 
如 果 映 射 v:[ 一 1,1] 一 [ 一 1,1] 满 足 条 件 
lolly) - v(yDl < ula xil Vyo»; € [- 1,11, 
类 似 地 , 可 定义 垂直 曲线 , EHR 
V = (x, y) -1< yl vily) < z S (y)! 
及 其 宽度 90(V), 等 等 . 
引 理 3.6.1. Ut Q 中 水 平 条 序列 
UD >D uo DD po D- 
满足 条 件 
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lime (U) = 0, 
则 该 水 平 条 序列 的 交集 N U() 是 一 条 水 平 曲线 .对 垂直 条 序列 
VOD VĒ 75.5 y». 
也 有 类 似 的 结论 . 
证 明 设 
U) = |(z,y)| - 1 x S Lui (rr) < y < uf? (x), 
由 于 
lim max [uj (a) - u{ (x)| = 0, 
可 定义 函数 us [71,1] [ 71,1129 
ulz) = limufP(z) = lmui? (z). 
显然 
ut"? xi u(x)  ufP(x), Vx[- 11], n € N, 
R 
lu(xi) — u(z2) | < ulzi- zl, Vx zo € [- 1,11. 
故 水 平 曲 线 y= x(z) 即 为 上 述 水 平 条 序列 的 交集 . o 
引 理 3.6.2 Q 中 一 水 平 曲线 y= wx(z) 与 一 垂直 曲线 x = v(y) 存 在 唯 
一 的 交点 . 
证 明 (zx,y) 是 交点 , 当 且 仅 当 xz 是 方程 
x = v(u(x)) 
的 根 . 由 水 平 曲线 和 垂直 曲线 的 定义 , 有 
lv(CuGr)) — o(u(z2))|< lulz) 7 u(r2)| 
[Llai — z |, Yzpz:€[l-1,1], 
Wm 0<,2<1, Am vsui[-1,1]-[ 一 1,1] 有 了 唯一 不 动 点 . 0 
对 Q 中 水 平 曲 线 x 和 垂直 曲线 w, 引入 最 大 模范 数 
lul = max |la(z)11, lvi = max! lo(x)11, 
E z-(r,y)€ Q Eu 和 w 的 交点 , 记 
| zl = maxil xl, i»yli. 
引 理 3.6.3 设 z (xj wy) 是 水 平 曲线 <; 和 垂直 曲线 vw; 的 交点 , j=l, 
2, 则 有 估计 式 


i 
l z1 — zjl < y maxi l ui- uzl, | vi - vil 1. 


证 明 由 zx)=wv(y)，j=1,2, 可 证 
[zi 7 xil &lvi(yD - vily) | + |viCy2) - [216798 
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pplz-zl + lv vl. 
类 似 地 ,有 
lyi- y| < # || zí — zl + lui- ul. 


TE 


[zi z | < plizi- zzl + maxi l ui ^ uzl, lvi — voll d, 
其 中 0<y<1, 从 而 结论 成 立 . p 

下 面 , 设 Uo,…, Un- Vo,…, Vy a2 BE Q 中 N 个 两 两 不 交 的 水 
FRAN 个 两 两 不 交 的 垂直 条 .映射 o: QR? 是 从 Q 到 p(Q) 的 同 胚 . 

条件 (HI) XIP;-0,L,-, N-1,8 e(U) - Vj;, 并 且 o BR U, 的 横 边 
为 v, 的 横 边 , 映 U; 的 竖 边 为 V 的 竖 边 . 

条 件 (H2) 存在 常数 yC (0,1), 对 于 任意 的 水 平 条 

U C UU, 
使 
Ú, = e (V, N U) 

R T U, 内 的 水 平 条 , 且 满 足 
| oU) < Y6(U); 
对 于 任意 的 垂直 条 


使 
V, = e(U; D V) 
是 含 于 V, 内 的 垂直 条 , HRE 
0( V.) < ye(v). n 
记 
S(N) = 10,1…,N - 1H. 
对 于 SCN) 中 符号 的 有 限 序列 
Sce Sai Se Sp se 
引入 如 下 记号 
U, E Us e (V, n U, 4) 一 U, n 9 (QU...) 
=U Np (U,0 n fl e *(CU,, (3.6.1) 
V. zr e(U, , n V, y) = V, N eV. s ) 


2 


= Vn e(V, NA Y e CV, D. (3.6.2) 
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引 理 3.6.4 HAR p:Q 一 p(Q) 满 足 H1 和 H2, H. k>1, WJ 
Uss MV ., 4E F U. — AV us, ,内 的 水 平 条 与 垂 


+1 


直 条 . 
(2) p (Us) = V, Uus, 
PV, s D Vm V, es s 
(3) 6(U.. SAU, ..) < y, 


(V, — s. 0&YXCV, s Er 


WEB] 证 (1) 称 序列 s0,s1,…, ss 中 的 元 素 的 个 数 n = k + 1 为 该 序列 
的 长 度 . 施 归纳 于 长 度 . 当 =1, 即 n=2 时 ,由 (3.6.1) 和 H2, 知 


Us = € (V, U,) = U, e QU.) 
是 含 于 U, 内 的 水 平 条 .下 设 nk 时 ,结论 成 立 .于 是 , 当 n — k+1 B, 
U, 7 € (V, Uu) = Us N PFU) 
是 含 于 U, 内 的 水 平 条 . 
类 似 可 证 Vs _。…s -1 的 情况 . 


由 (3.6.1) 和 (3.6.2), 结论 (2) 显 然 成 立 . 利用 H2 UR AAT AERE n, 可知 
结论 (3) 成 立 . [] 


对 于 s (5.35 435954577 2€ Z(N), id 


UG) fe UO Tuus Uus). G.6.3) 


V(s) = APV) = Å Val =f 
又 设 (5(N),o) 是 双边 符号 动力 系统 . 记 
A= Ü (UC) N VG). (3.6.5) 


s€ X(N 


引 理 3.6.5 REK o: Q— e(Q)W8E Hl TI H2, s€ ECN)NU 

(Ie(U(s) (1 V(s))=U(o(s))(1V(o(s)). 

(2)Card(U(s)f1V(s))= 1. 

证 明 证 (1). 由 (3.6.3) 和 引 理 3.6.4 的 结论 (2), 有 

e(UGD = eU uu) = Va [s] = Va UGGDP, 
再 由 (3.6.4), 类 似 可 证 


pl(V(s)) N Vs = 站 wp(V s) a V. = AV. usus = V(o(s)). 
从 而 


Vu]. (3.6.4) 


eOUG) N VG) = e(UG) N eCVG)) 


= U(a(s)) N V, N e(VG)) = Uta s) N V(o(s)) 
BAL. 
证 (2) 由 引 理 3.6.4 的 结论 (1), 有 水 平 条 序列 
U, D Us, D: D Us I 
且 对 任意 上 , 又 有 
PUso) < Y! 0, ko e, 
据 引 理 3.6.1, 


U(s) = ñu, s 


03173. 


是 一 条 水 平 曲线 .类 似 可 证 V(s) 是 一 条 垂直 曲线 .再 据 引 理 3.6.2, 水平 曲 线 
U(s) 与 垂直 曲线 V(s ) 相 交 于 唯一 的 一 点 ,从 而 结论 (2) 成 立 . n 

定理 3.6.1 BER e: Q— 9 ( QURE Hl 和 H2, 则 A 是 ?的 紧 致 不 
变 集 , 且 ¿la WEFO SARAON), o). 

证 明 由 A 的 定义 易 见 A 是 9 的 不 变 集 . 

将 单 点 集 U(s) 门 V(s) 等 同 杆 它 所 包含 的 唯一 点 ,定义 hh:5(N) 一 4 为 

h(s) s UCS) NA VG), Ys € X(N). 
再 按 引 理 3.6.5 的 结论 (1), 有 
gla*h = hoo 

在 x(N) ERS. ME h E-A Re. 

首先 , 设 SLE 5(N) 且 s=: MEE RC Z IE suh nu P k20(2 D 
可 处 理 &<0 的 情况 ), 于 是 

g e hls) = hes) = U(at(s)) N VGIG)) C Us» 


并 且 

g ° A(t) C U,- 
而 

U, N U, = g 
故 


e hls) Z @° ° h (t). 
由 于 o 是 同 胚 , 故 
h(s) h(t), Vs 天 站 
即 是 单 射 .显然 :5(N) 一 A 是 满 射 ,从 而 是 双 射 . 
其 次 , 设 ,ztEzE(CN) 满 足 


1 
d(s,t) < 25 
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于 是 


从 而 
hG) AG) € Uic. N V, iss 


h(p) 是 水 平 曲线 U(p) 与 垂直 曲线 V(p) 的 唯一 交点 ，p E11s,t1. 由 引 理 
3.6.3 和 引 理 3.6.4, 有 


AE 
u 


成 立 , 其 中 0<y<1 故 关 :3(ON) 一 4 连续 . 
h;E(N)—A 是 从 紧 致 空间 ZE(N ) 到 度量 空间 ACR 的 连续 双 射 , 从 而 


-1 
maxi8(U, s), OCV; s )] «a 
973 -k S-t 1- H 


是 同 胚 映射 6521. 同 时 ,A 是 9 的 紧 致 不 变 集 . U 
推论 3.6.1 4 是 p 的 N 转移 不 变 集 , 从 而 同 胚 于 康 托 尔 三 分 集 . 
证 明 由 定理 3.6.1 和 命题 3.1.5 直接 可 得 . 0 


S N=2, 则 得 到 著名 的 Smale 马蹄 模型 . 

将 平面 上 的 正方 形 Q 在 水 平方 向 上 按压 缩 比 < EN, EEEN 
拉 伸 比 >2 拉 长 ,做 成 一 个 垂直 的 窗 长 条 , 然后 奔 成 马蹄 形 回放 到 Q k. 

用 这 样 方式 定义 映射 p: QR. iE 

V= pO)NQ= V. U Vi, 
由 两 个 不 相交 的 竖 条 Vo 和 V, 组 成 , 且 每 一 竖 条 的 宽度 小 于 Q 的 宽度 的 一 
半 , 即 
0(V9), 0( V4) < 1. 


同时 , 记 
U = e (V), 
由 两 个 不 相交 的 水 平 条 
U;= 9 (V), j-0.1 
组 成 , 即 


U = UoU Ui, 
且 每 一 水 平 条 的 宽度 小 于 Q 的 宽度 的 一 半 , BT 
6(U,),0(U,) € 1. 
以 下 记 
U; 29 (V; N U) = Un e (QU), ij =0,1; 
j 一 eCU; N Vi) = V, N @(V;), üj- 0,1. 


< 
| 


显然 
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&(U) < Foun < Z, 
(v < leva < 1 
ij 2 t 2: 


一 般 地 , 采 有 (3.6.1) 至 (3.6.5) 的 记号 ,其 中 N=2. 类 似 可 证 


l 1 
6(U,.,) < IUe) < y 


1 A 
(V, iss) < FOV € ii 


再 引入 记号 
A = Y, UO N VG. 
同样 , 把 单 点 集 U(s) V GO E BER IIO BRL, ELA XQ) A 为 
h(s) = U(s) A VG), Ys € xQ). 

于 是 有 如 下 定理 

定理 3.6.2 (Smale) A 是 9 的 紧 致 不 变 集 , 且 p14 拓扑 共 锯 于 双边 符 
号 动力 系统 (23(2),o). 

这 说 明 , o 限制 在 4 上 时 ,其 动力 学 性 状 与 移 位 自 同 构 o 在 3(2) 上 的 
相同 ， 
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分 形 几 何 , 由 B. B. Mandelbroat?) 8 s£ 20 世纪 80 年 代 初 ,并 首次 使 用 
"fractal" 一 词 以 称谓 “分 形 ”. 本 章 , 主要 讨论 分 形 空 间 上 的 迭代 动力 系统 、 分 
形 吸 引子 、 以 及 漂移 动力 系统 的 混沌 性 质 L54- 71 


$4.1. ARDIAK 


BOX, o) 是 完备 的 度量 空间 , o 是 X 上 的 距离 .用 多 (X) 表 示 和 中 所 有 
紧 子 集 组 成 的 集合 .对 BE9G (X),x€EX, 称 
p(x,B) = min|o (z, p)| p € Bi 
为 X 中 点 x 到 8B 的 距离 ;这 时 , p(x,B) 是 存在 的 .对 6>0, 又 称 
B, = |x € Xlo(z, B) < 6l 
为 B 的 6- -平行 体 ;显然 By 是 包含 B 的 距离 小 于 6 的 有 界 闭 集 . 如果 A， 
BEF (X), 可 核验 
h,CA,B) = infl8lA C Bs, B C Asl 
满足 度 其 的 定义 , 称 为 集 A B 之 间 的 Hausdorff 距离 .于 是 , (Z (X), h,) t 
成 一 个 度量 空间 . REI B, eTES (X)IWWS J: BEF (X), 
hA,(B,, B) -- 0 (n — œ), 
记 为 
lim B, = B. 
设 自然 数 NN >1 对 给 出 的 N 个 映射 
wX- >X, k = 4,2,7,N, 


W = Jwi w t, wyi. 
由 此 可 导出 一 个 (X) 上 的 映射 
W(A) = Uw(A), VA € 7 (X), 
称 为 了 (X) 上 的 集 射 .特别 , 当 as (k = 1,2, n, N) 是 压缩 映射 时 , 有 
wF (X) > (X). 
KEE, 压缩 映射 是 连续 映射 ,可 映 X 中 的 紧 集 为 紧 集 . 于 是 
Wi:9 (X)—2(X). 
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从 而 
W'.Z(X)— (X), n-70,1,2,-- 
有 定义 , 即 构成 近代 动力 系统 (9 (X), W), 有 的 文献 又 称 为 双 曲 迭代 函数 系 
(Hyperbolic Iterated Function System). 
定义 4.1.1 Ww: X X 是 压缩 比 为 cc(A=12,…,N) 的 压缩 映射 ， 
则 集 射 W = jw wl A F (X) 上 的 双 曲 近代 函数 系 ,简称 为 选 代 函 数 系 
(FS), i029 (7. (X), W); FK 
C 一 max| cs, c2, cul 
为 此 IFS 的 压缩 比 . 
FEW # 2 (X) 中 的 不 动 点 A 为 不 变 集 . 
定义 4.1.2 集合 4E8(X) 称 为 集 射 到 :9 (X) 92 (X) 的 吸引 子 ， 
# A 是 W 的 不 变 集 且 
A = lm W(B), VB <€ # (X). 
# 8 4.2 中 ,将 证 明 IFS 存在 唯一 的 吸引 子 . 
例 4.1.1 定义 于 度量 空间 (R, og) E 


wilr) = 37 


wlz) = 1i 十 2 


其 中 or 表示 Euclid 距离 . 记 W = | w, wol WIR, W1 是 压缩 比 为 二 的 IFS. 
取 E = [0,1], $ E, = W"CEo), n € N, W 


E, = |o 二 ju [es ]U 2 Ú [23 2]U [= Li] 


R2" 个 小 区 间 的 并 .由 定理 4.2.3 知 W 存在 唯 一 的 吸引 子 , 即 康 托 尔 三 分 
集 , 它 是 一 个 朴 朗 完全 集 "241. 
例 4.1.1 给 出 的 <o) 和 w, 是 R 上 的 仿 射 变换 ,下 例 讨论 R? 上 的 一 类 重 
要 的 仿 射 变换 . 称 数据 集 
D= (Gy, y) lj = 0,1,.…, NI 
为 插值 数据 集 , 其 中 z < x <: < rN. 
例 4.1.2 设 自然 数 N>1. 仿 射 变换 w: RR 定义 为 
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4 ag Dir | "| 
Wh = | E ， k=1,,N 
y G dj y fi 
且 满 足 端点 连接 条 件 
To | Xr- TN TR 
Wk = , ut = k = 1, N, 
yo: Yk-1 YN Yk 


EPIC, y1j50,1,-, NI 是 插值 数据 集 . 由 端点 连接 条 件 , 有 


一 
q, — 
TN To 
c 3k C Yk-1 di (yn yo) 
TN To TN TO 
INTk -1 TTO 
€k 
TN To 
f XNYR-i 7 XoY  da(yoxwN U XOYN) 
Jk— _ — 
TN To TNT To 


其 中 di 为 参数 , 称 为 垂直 比例 因子 . 

仿 射 变换 UL TE x 轴 方 向 上 将 区 间 [ xo， xw] x, xk], Bp apx 十 
eC larr- xl YrE[zro, ry]; 而 在 y 轴 方 向 上 ,将 垂直 于 > 轴 的 线段 工 = 
(rry y SyS 映射 为 垂直 于 r 轴 的 线段 ww CL) 9 jla" + e, cur" 
*tdytflysysy l RR wi(L) 之 长 与 线段 工 之 长 的 比 为 Id |, 故 称 
d, 为 垂直 比例 因子 . 

作为 迭代 动力 系统 的 应 用 , 利用 仿 射 变换 集 射 W = |w, wnt, 可 以 
在 平面 上 构造 出 许多 分 形 图 形 , 即 W 的 吸引 子 , 也 可 定义 分 形 插值 函数 . 

设 f:[zo, ry] > R 是 连续 函数 , 称 

; = |(z, f(z=))]z € [zo, xv]! 
为 函数 f 在 区 间 [ ro, zw] 上 的 图 像 .由 于 上 是 连续 函数 , 故 G 是 Rz 内 的 有 界 
闭 集 , 从 而 GEF(R). W= 1w1,…, wn| 是 插值 数据 集 2 上 按 例 4.1.1 定义 
的 集 射 . 若 连 续 函 数 F(z) 在 [zo, zw 上 的 图 像 G ÆW 的 吸引 子 且 满足 插值 
条 件 

fC) = y, j0,L7,N, 
则 称 f(x ) 是 该 插值 数据 集 上 的 分 形 插值 函数 ,同时 称 G 是 分 形 插 值 图 像 . 

例 4.1.2 定义 的 仿 射 变换 在 x 轴 方 向 上 是 压缩 的 , 当 0 和 ud<1 时 ,在 y 
轴 方 向 上 也 是 压缩 的 ,但 一 般 不 能 期 望 rw 在 欧 氏 度量 下 也 是 压缩 的 . 

命题 4.1.1 WE N2>1,0=<< | d| «1, 055] ERU 4.1.2 所 定义 , 则 存 
在 R? 上 的 度量 o 使 得 在 度量 空间 (Rz, o) E, w, (£= 1,2, N) 是 压缩 的 . 

证 明 d Tlal«toxcia,I KL, 4-1, N.B 
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a = + maxi lasl = 1, NI, 


2 
B= maxlld,llk = 1,7, NI, 
EIR maxlla,l =1 NI<a 1,0: g« 1, X. 

ls WE c, = c, = + = cN = 0, 
0 = 


minll ~ |as| lk = 1, NI 
max|]2 | c, | |: = 1, N)? 
XI t1), Go t€ REX 
pss ti) Ga t3) = [si — sal 0l - tl, 

易 核 验 , 所 定义 的 o 是 RR 上 满足 要 求 的 一 个 度量 . ü 
由 命题 4.1.1 和 $4.2 证 明 的 定理 4.2.3 立即 可 得 下 列 命题 . 
命题 4.1.2 在 命题 4.1.1 的 条 件 下 , 集 射 W = lw, wr wyl: 

7 (RI) 9 S(R?) YEBEBESE IBI (7 (R), h) EE E - RR SLT. o 
命题 4.1.3 设 插值 数据 集 为 2, 在 命题 4.1.1 的 条 件 下 ,存在 唯一 的 连 

续 函 数 fixo, zN] 一 R 是 该 数据 集 上 的 分 形 插值 函数 . 

证 明 记 Cl xo, ern JAKEL co, zn] 上 全 体 连续 函数 赋 以 范 数 
| £l = maxilf(z)llz € [xo xu]; Vf € Clxo, xx] 

而 成 的 Banach 空间 , 并 记 C * [ro, zn] 为 
C'[xo, xu] = |f € C[ro zs ]]f(z0) = yo f(x) = ynl, 

显然 C* [zo, zw] 是 CI[zo,zw] 的 完备 子 空 间 . 

aks Chs ep， 上 大 的 定义 同 前 .对 任 一 f€ C" [zo, znj, 定 义 上 映射 十 为 
(Tf)(x) = ej! Gc) + df(1(z)) + fi, 
HP rElrr-1 ril k =1,2,, N, H L(x) ai * e z € [xo xw], 显然 
Lk Go) fETE WI TC" [ro x] 9 C" [xo zn] 且 是 压缩 的 .事实 上 ， 
(Tf) (xo) = yo» (Tf)(xn) = yy. 
同时 TF Ellr,- x, ] EXEZE, JE R. 
lim (Tf)(z) = carro t dki f(zo) + feri = yo 


r 


否则 ， 


k 


lim ( Tf)(x) = cezN + def (XN) + fe = yb f 


—- 
rx, 


I T:C'[xo, za] C" [xo xu]. Bl d, | <1 E 
l Tf — Tg | 2» maxil Tf(x) - Tg(x)l Ix € [zro xw]! 


< max | [dilt max | | fCGx) - g(x)| 1x € Exo, xw]! 


«glf-egl, Vf,g € C*[zo xxl. 
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其 中 8 = max] |d, | |£ -1,--, NI<1, 知 工 是 压缩 的 . 故 存 在 唯一 的 AE 
C'[a,b]f& 
Tf = f. 
了 还 满足 插值 条 件 . 事实 上 , HE- ISSN, Eler- ze 上 ,有 
(Tf)(z,) = caa Cer) + def (li Cx) + Á, 
= ctrN + dif (xw) + f, 
一 yN， 
类 似 可 证 
(TA)(x0) = yo. 
又 设 G J& f YE E[ xo, xzN] 的 图 像 ,由 命题 4.1.2, 只 须 证 G 是 W 的 不 动 点 , 即 
知 G 是 W 唯一 的 吸引 子 ,从 而 f(x) 是 该 数据 集 上 唯 一 的 分 形 插值 函数 . 
首先 , 任 取 (x, F(0))€ GL B x € Exo zs] TE TE n C |1,2, NI > € 
[r,-p x ]; WFE r € [xo, zx ] f 
I(x) = x. (z, f(x )) € G; 


再 由 
x! | üsr + en | 
UP FG)! ear! df Cr!) + f, 
x + 
bell) df) + f "uo 
Al Cr, f Cr)) € w,CG), Bl 


G CU (G). 
其 次 , 设 (z,y)E w,CG), WEE, flx) EG, (Ë 


FD M: 
Hl r= 1, (z )C[+r, 1, z, h H 
y = c, +adopr + f, = (TAF) = f(x), 
知 (z,y)=(z,fz))EG, 即 
G DÜ wG). 
合 前 证 , G 是 W 的 不 动 点 ,从 而 是 W 唯一 的 吸引 子 . ü 

下 面 讨 论 和 迭代 动力 系统 的 稳定 性 . 

定理 4.1.1( 拼 贴 定 理 ) 设 4AE 红 XI) 是 完备 度量 空间 (X, o) EAH 
IFSIX, WIR9UR 5| f, W = |w, wyi MI 


n 
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AB, A) = t: MA (B,W(B)), VB € (0. 
其 中 0 委 c<1 是 W 的 压缩 比 . 
证 明 存在 自然 数 ISSN 和 实数 86 >>0, 有 
h (P, Qn) S max h, CP, Qn) = h,(P,, Qe) = ó, n=1,.…,N, 
其 中 Pa Q, EKX), 于 是 
P, € (Q, )s, Q, C CP,)5, n = 1,…,N, 


可 以 证 明 

N N N 

Ù P, SÙR) = (ÜQ,I,, 

N N 

U Q, S= U(P,)s 一 ( U Palao 
Bp 

n, UP,, 09, « max h,( P,,, Q,). 

利用 上 式 , 可 以 证 明 


h, CW(GB), A) = hpl Ü we, (B), Ù e, CAD] 
< max how, CB), w,CA)) 
«S max cA, (B, A) 
= AQ(B, A). 
HH 0sc-maxle,l iin NI «1Jé W 的 压缩 比 . 于 是 
h, (GB, A) h,CB, WCB)) + h,(W(B), A) 
< ACB, W(B)) + ch, CB, A), 
可 知 结论 成 立 . u 
推论 4.1.1 对 任意 BC Y(X), W”"(B) 对 吸引 子 A 有 通 近 估计 
hCW" CB), A) < qh, (W"(B), Ww"'1(B)). 


WEB] 利用 定理 4.1.1 立即 可 得 . Ü 

引 理 4.1.1 设 (P,pp),(X,p) 是 度量 空间 , 且 X 是 完备 的 ,车 映射 w: 
P x X— X 满足 

(1) 对 任意 pEP,w(p,')= w,C):X— X EEREN Osce «1 的 压缩 
映射 . 

(2) 对 任意 给 定 的 xEX,wu(',x);P>X 是 连续 映射 . 
则 «o 的 不 动 点 zx(p) 所 确定 的 映射 rC): PX 是 连续 的 . 

证 明 设 x(p) 是 pEP 所 对 应 的 不 动 点 .由 条 件 (2), 对 任 给 的 >0, 存 
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E 820,4 q€ IqC Plop( p, q) «61 RF, E 
op x CB)),w(q, x CBp))) < (1 — c)e. 
再 由 条 件 (1), 有 
p(xr(p), xr(qg)) =po(w(r(p)), w(xr(q))) 
So(wp(r(p)), wr(p)) + pw, (xr(p)), w(xr(g))) 
Sow rp) wa(r(p))) + cp(r(p), r(gq)). 
联合 前 式 得 
O< plal), z(a) < pis Gr C) w (z(p))) € e 
故 x(p) 在 P 上 是 连续 的 . o 
5 4.1.2 X A, B, C, D€ 9C X), M 
h,CA UB,C UD) < sup(h,(A,C),h,(B,D)). 
证 明 对 任意 实数 ó sup( 4, (A, C), h (B, DH 
A C G;, C C A;, B C D;, D C Bs, 


A U BC G Ü D, = (C Ú D), 
C UDCA; U B= (A U B)s, 
即 
h((AUB,CUD)«óO. 
H ó 任意 性 知 结论 成 立 . D 
定理 4.1.2 (对 参数 的 连续 依赖 性 ) 设 (P, pp) (X, p) EE EZA H. 
X 是 完备 的 , 若 映 射 w :PxX 一 久 , n =1,…, NN, 满 足 
(1988 B € Pow, (p, 2: Xo X, EERE Occ, <1 与 p 无 关 的 压缩 
映射 ; 记 c =maxlci, ,cn!. 
(2) 对 任意 x € X, BRÉT w, C, r): P X 连续 . 
则 集 射 W.PxZ(X)—2 (X) 8053 ACp) € Z X) Brxé CR] BR BT 
A:p-A(p), VpCP 
是 连续 映射 . 
WB] 记 p,q€ P 所 对 应 的 不 动 点 分 别 为 A(p) 和 A(g); 由 
hA(A(p), A(g)) = h,(W(p, ACD), W(q, A(q))) 
<A (Wp, A(p)), W(g, A(p))) + h,(W(q, A(0)), W(q, A(q))) 
< h,(W(p,A(p)), W(g, ACD) + ch, CACp), A(g)), 
有 


hC ACP), AGDO < Eh Wp, A(p)), W(q, A CP). 
(4.1.1) 
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任 给 e>0, 取 a=e/(l1+2c). 
首先 , 设 N=1. 由 于 A(p) 是 紧 集 , 故 存在 有 限 开 逢 盖 
Ola) [r€ Xlo(r, x) Kal, jl, 
H EAC), j=l, c, 由 于 -是 有 限 个 , 故 存在 与 r, 无 关 的 9>0, 由 条 
件 (2), 当 op( p, 9) ó BE, 
olw (Box) wilg i) € a, r € Ix nil. 
任 取 z€ a (p. ACD), WFE x € |> i, nl E EANO (Cr), Ë z 
= wi(p,7), 且 由 上 式 得 
plz, wi(g, A(p)))= p(w p c wila, A( p))) 
p(wi(p, x), wi(g, c) 
<Spolwilp x), wi( p. x)) * pCui( p, x), 
wilg x) * pCwi(q, x), wi (qs x) 
SQ2co(x, x) * pCwi( p, x), wilg 22) 
«(2c t 1)a =e, 


即 

wi(p, Alp) EZE wilg, A(p)),. 
类 似 可 证 

wilg, ACp)) € z (p, A(Pp)),, 
故 


h (u (p. A(P)), wila, A(p))) < e. 

联合 (4.1.1), 当 N=1 时 存在 86>0 当 op(p,q) C0 BL 
h (A(p),A(q)) < e/(l — c) 

成 立 .再 根据 引 理 4.1.2, 施 归纳 上 N, 可 证 定理 结论 成 立 . 0 
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(X,o) 是 完备 的 度量 空间 , ho 是 通过 p 定义 的 Hausdorff 距离 , C9( X ), 
h) Æ X 上 全 体 紧 子 集 按 距离 h。 定义 的 度量 空间 ,这 里 称 为 分 形 空间 . 

首先 讨论 分 形 空间 ( 氏 X), h ) 的 完备 性 ， 

引 理 4.2.1 (扩张 定理 ) 设 (X, po) 是 度量 空间 ,而 |A,17?-1 是 (天 XX)， 
hp) PHI Cauchy 列 , 若 存在 单调 上 升 的 整数 列 0< n (< n, < :-:, B ix, ES € 
A,,j71,,2,- Hé X 中 的 一 个 Cauchy 5j, Wi f£dkE-- X 中 的 Cauchy 点 列 


ES Iz, EAn, n =1,2, ep £, uy) -1,2, Ut 


mans e att Se r / TII 


MILNE 
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证 明 首先 ,构造 点 列 |z, |n=1,2,…|1. 由 A, EZ(X), 对 Vn€l11l， 

2,…,n!| 可取 
Zx, € ix € A, lolz, x, ) = px, A,)1, n = 1,2,0, ni, 

显然 满足 条 件 I, =a, . 如 此 构造 下 去 ,对 j = 1 2,…, 取 
z € lx € A, lola, £n) = prs An) t, n-njtl,njt2,,nja. 
显然 
E, EDD j^101,2,- 

下 面 ,再 证 1z, € A, |n =1,2,…|1 是 关中 的 Cauchy 列 . 任 给 e>>0, 由 定理 
所 给 条 件 , 存在 N, 有 


prs s En) < EE V ni, n, > N, 


h,(A,, Am ) < 了 ， Vn,m > N, (4.2.1) 
#rih,m€[n; itl, ennl, "DEMNM 
p. x.) <3, V m,n > N. (4.2.2) 
事实 上 ,将 (4.2.1) 式 中 的 n 换 成 n; 有 
h CA, An) = inflà lA, C (An)s, Am C (An Da} < $ 


而 z, E Ano A Plans A, <$ .再 由 nm 的 定义 p(zm, xn)=p(zxn, A, ), 知 


(4.2.2) 式 成 立 . 
类 似 可 证 


Plano n) < S, Vnon» N. 


3° 
联合 上 述 诸 式 , 知 
pP, Z.) S p(Z,, En) + p(z,, xs) + px. X.) < € 
对 一 切 充 分 大 的 m Mn 成 立 . 故 所 选 点 列 是 Cauchy 列 . N 
定理 4.2.1 (完备 性 定理 ) EE (X, p) 是 完备 的 度量 空间 , 则 分 形 空间 
(9 (X), h,) 也 是 完备 的 度量 空间 , 即 是 :车 iA, € 2 (X) r- F (X) 中 的 
Cauchy 列 , WFE A € Z (X) f lim A, = = A, 其 中 
A = |= € Xl3iz, € A,Iz.ifi r, x,n- vl. (4.2.3) 
证 明 stepl dE Az. BiA, In 1,2, | E 9 (X) "PHI Cauchy 列 ， 
则 存在 N < N2<… 使 
hA, AS) «27, Vn,m 2 N; (4.2.4) 
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首先 , 按 如 下 方法 构造 zw E An 1! 使 
PLEN IN) 2^7. (4.2.5) 
设 j=1, 取 zn €An, 由 (4.2.4) 式 可 取 rzE An, f 
pup xs x2. 
若 已 选 出 cw, rwy, 使 
prm, po xw) 2 D P 92,5, 
再 由 (4.2.4) 式 的 A, CAN, AL, X27 O enga E As, Ë 
prs ZM 1) < 2 °, 
即 存在 |zwE ANAi{ 使 (4.2.5) 式 成 立 . 


其 次 , 任 给 es > 0, 必 存 在 N. 20,88 972 iLe. FÉ n» m > N, Bf, 
PRN 


B (4.2.5) 8 
pxN, s IN )S P TN, Nma) + P(ZN, up TNm 12) + i + pru, a XN.) 
< Sizi < e, 
即 jzw1i=1,2,…| 是 X 中 的 (Cauchy 列 , 由 引 理 4.2.1， 存 在 as; = zs, 的 
Cauchy lja, E A ln =1,2, iCX, EH X 的 完备 性 ， 及 集合 A 的 定义 
(4.2.3) X, WEBB lima, 存在 且 属 于 A, 故 Az. 
step2 ”证 lim A, = A, 即 对 任 给 的 。>0, 要 证 存在 NEN 使 

AC(A,). Vn>N, (4.2.6) 

A C (A), Yn>N, (4.2.7) 
成 立 .首先 证 (4.2.6) 式 .对 任 一 a€A, 由 (4.2.3), 存 在 jai€ ALIE. 

plamnsa) <e/2, INEN, Ym>N, 
取 该 N 充分 大 ,同时 使 h,(A, A.) «6/2, Ym, n>N, BA 
am € Am C (A,),, Vm » n» N. 
考虑 到 (A,)。 是 闭 集 , 故 1a,| 的 极限 点 a€ (A,)。, BE (4.2.6) LS. 
下 证 (4.2.7) 式 . 即 要 证 存在 N, 当 n>N 时 有 
p(y,A) = infp(y, z) «e, Vy€ An. 
为 此 ,只 须 证 对 任 一 y€ A, 存在 rE€ A f&oCv, x) € e Ma. PEE, id ej = 
2 -ie, 取 充分 大 的 N, K N= N < N, < ::: f# 
A, C CAD, Vm,k > N;, 

JH n > NU A, C (An )e, .类 似 于 step1 中 的 作法 ,可 选取 收敛 点 列 
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law, [rn E Av,j=1,2,…| 使 其 收敛 十 A 中 某 点 zx, 并 有 
py, xu) S e1 Ho Ges; rv) S Ej 
于 是 py, xw) € e.t pCy, x) <e, Hl (4.2. 7). I. 
step3 iE AC * (X). J X o6, SX L N ME A 是 X 中 的 有 界 闭 集 . 
首先 ,证 A 是 X BEBI Ela; i= 1,2, ICA Ha;7a(i9), FHE 
aeEA. 存 在 NI<N<… 使 
m 


plass a) <: 


另 一 方面 ,由 a; € A IRES i Elan E An aE rin alno), Fa 
XT an, € A 4 m < m< fE 


PLIN, m> QN) < 1 t 
由 上 两 式 有 
prs ma a) 2i 
È Ym, ZTN, m, € Amo 有 Ym a (ioo). 于 是 由 引 理 4.2. 1, 存在 收敛 点 列 


lb € A, 172. RE bn = Ym PAE ba >aln>%), H A 的 定义 (4.2.1) 式 , 知 
a€A, 即 A 是 X 中 的 闭 集 . 
其 次 ,证 A X 中 的 有 界 集 . 若 其 不 然 , 存在 e。>0 而 A 不 存在 有 限 的 e 
网 , BTE EIS; € A1XY. 1 使 
pros cj) 2E, 1 = j. (4.2.8) 
另 一 方面 ,由 (4.2.6), 当 7 充分 大 时 有 AC(A,)w, 十 是 对 任 一 x;€ A, ff tt 


EA Bean isha b A, ERR, Myl aCA, Akt 


子 列 | ob 故 存在 Yao Yn, € i», PU TERT J) < Am 
ma Tn) < < p(Tns Yn) t pCvu s vn) + ps ens) <e 

与 (4.2.8) 式 矛盾 , 故 A 是 X 中 的 有 界 集 且 由 前 证 知 , A 是 X 中 的 紧 集 ， 0 

下 面 讨 论 分 形 空 间 (7 OLIO LA EAMA 

定理 4.2.2 设 映射 w: X>X(n=1,2, 7, N)&BEREZEIBIOX, o) EFE 
缩 比 为 c, 的 压缩 映射 , 则 集 射 WAX) (X), 

WB) = Uw(B), VB € AX) 

REA ENS c= maxles cy, cn UL EARUM 

证 明 首先 , 可 以 证 明 

h Cw, (A), w, (B)) S cerh (A,B), VA,BE€ %X),n = bos N, 

事实 上 , ô= h (A,B). 对 任意 y € w, CA), y2€ u, (B), ff fE x (€ A, 
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z€ B fii yi = w(xz1), ys w(x2). 同 时 ,由 AC(B), 有 
p(xi, B) = minlg(z,y)ly € Bl < ó, zi EA, 


于 是 
p(y1 rzon(B)) =minio(yiyyz)|yz € wl(B)| 

= minlp(w,x;), w,(r2))| x; € Bl 
«c,minlo(xi, x2) | x; € Bi 
ed, Vy € w,(A), 

Bp 
w4CA) & Cw, CB)). a- 

类 似 可 证 
w,(B) S (w,(A)), s. 

故 所 证 成 立 . 


其 次 , 仅 对 N=2 的 情况 ,证 明定 理 的 结论 .事实 上 , 由 引 理 4.1.2, 有 
h,(W(A), WCB)) 
= h (wil A) U w;CA), w1(B) U w;(B)) 
< sup( A, (wi CA), w1(B)), h (<o (A), w;(B))) 
< suplcih CA, B), c2 ACA, B)) 
< ch, CA, B). 
用 数学 归纳 法 ,可 对 N 为 有 限 的 情况 进行 证 明 , 故 定理 结论 成 立 . n 
由 定理 4.2.1 和 定理 4.2.2 可 直接 得 到 
定理 4.2.3 Ë ww,:X->X(a=1,2,…,N) 是 完备 度量 空间 (X, po) 上 的 
压缩 映射 , 则 集 射 W .2( X) 20 X) dk 9CX) WEEE- BUR SET. 
设 (X,p) 是 紧 致 的 度量 空间 , A, BC (X), E 
d(A,B) = supllp(x,A)- p(x, B)llx € XI. 
H X 的 紧 性 , d (A,B) 是 有 限 的 实数 ,显然 满足 度量 公理 . 
引 理 4.2.2” 设 (X,p) 是 紧 致 的 度量 空间 , 则 
h, (A,B) = d(A,B), VA,B € XX). 
WEBB Hausdorff 距离 h, 可 以 表示 为 
h,(A,B) = max|supo(a, B), supp(5, A)|. 


supp(a, B) - sup pla, B) - pela, A)] S d(A, B), 


< ， 
supp(5, A) < d(A, B) 
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因而 
h CA, B) < d(A, B). 
另 一 方面 ,对 任意 的 zxEX,pEB, 有 
pz A) - p(x, B) 2 p(x, A) - inf olx, b) 
Ssup(p(z, A) - p(z,b)) 
«supp(5, A); 
类 似 地 , 有 
px, B) - plz, A) < supp(a, B). 
因而 
d(A, B) <S A,(A, B), 
联合 前 式 ,有 结论 成 立 . u 
定理 4.2.4 ËX, po) 是 紧 致 的 度量 空间 , NAX), h ) EREN. 
WEB] ERI 
g:38(X)— CPCX, R) 
为 
g(A):X--R.x > p(x, A), V<x €X. 
其 中 AC30X).Bll g Bt 9(X)A C%(X,R),JËH 5|EE 4.2.2 有 
ll'gCA) - g(B) ll = supllg(A)(=x) - g(BYx)llx € X} 
= supllg(x, A) - p(z, B)llx € XI 
= h(A,B), VA,B € XX), 
即 嵌 入 是 等 距 的 .显然 g 是 连续 的 ,由 8X) 的 完备 性 ,有 g (9) CCO(CX, RE 
是 完备 的 , 因而 是 闭 的 .再 由 X 的 紧 性 , 存在 常数 M >0, 有 
|g(A)(x)| = oz A) < M, 
|g(A)(z)- g(A)(y)] < plz, y), 
对 任意 ACO(X),2,y€ X 成 立 , 即 z (2): CCM,R) 中 的 一 致 有 界 且 等 度 
连续 的 闭 子 集 . 由 Arzela-Ascoli 定理 !581, 知 g (PE C*( M, R) 中 的 紧 集 ;再 由 
嵌入 的 等 距 性 知 结论 成 立 . D 
下 面 讨 论 紧 空间 X 上 拓扑 动力 系统 (X, f) 的 链 回 归 集 , 其 中 y € 
Homeo(X), 即 了 是 X EBE] HE. 
设 实数 a>0,a,bEZ,a<b,a 可 为 ~ oo, b 可 以 为 + oo, 称 
izjl | C X 


| 


E fifa DH, E 
p(f(z;), xj) «a, j= a, b -1. 
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定义 4.2.1 点 EX 称 为 三 的 链 回 归 点 ,如 果 对 任意 的 s>0, 都 存在 通 
过 点 + 的 周期 的 e "P 的 所 有 链 回 归 点 组 成 的 集合 称 为 了 的 链 回 归 集 , 记 
^7 RC). 

命题 4.2.1 >C R(/)33 EL GUARLXSEFE ERI 6 0, Æ x B 6 PRE ARA 
必 有 上 的 周期 的 8 伪 轨 通过 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 ,下 证 充分 性 . 任 取 s>0, 取 0<6<s/3 使 之 满足 
如 下 连续 性 要 求 

x,y € X, p(x, y) < 079 pCfCx ), fCy)) < €/3. 
Wir, in€z HEN page B Gx«8, Et 


Ja, n= kp, 
TnT |a, 其 他 情况 . 
易 证 |x an EZ ETA > 的 周期 为 p 的 es 伪 轨 ;从 而 >€ R(7). 口 
命题 4.2.2 MAMMA 
ORMER. 
(2)R(f£ D RC). 
ORME f UPER. 
(4)QC £f) C RCf). 
WEB] ”由 命题 4.2.1, 易 证 上 述 结论 . 口 


定理 4.2.5. 设 X 是 紧 致 度量 空间 , f€ Homeo( X ), M 
RFIRCO) = RCD. 
证 明 显然 有 
RCFIRCOD C RC), 
故 只 须 证 
RC£) C RCFIRC£)). 


IR +€ RGORI n € N, 存 在 过 点 z 的 周期 的 。 擅 轨 A, = lat]. BR, 
A, 是 非 空 闭 集 , ELA, I, e C (X). X H T F(X) 是 完备 的 紧 空间 ， 从 而 
(A e AKATA, 不妨 就 记 为 1 A, 1 en, 收敛 于 非 空 紧 集 

A = fi UA, € (X). 
EREA. | 
任 给 s >0, 由 了 在 X 上 的 -- 致 连续 性 ,存在 0<S<s/3, 使 
a,b € X,p(a,b) < à7»p(f(a), Fo)) < e/3. 


又 取 n € N 充分 大 ,满足 
h,(A,, A) < ó. 
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设 A, = dai je ZIBRBIS p 1.08 3[38 4.2.2 可 取 z € A, EE 
pa < 8, j0,l s p 1. 

TR 

pCfzj, zi S p fz;, fat" )) + p( fal") , aC) + oa za) < e, 
Blizo, z1,…, z aL EUN RB pje 伪 轨 ， 

下 证 ACRI(CAFIA) .事实 上 ,对 任 -- yE A, 由 引 理 4.2.2, 存 在 a €A, W 
= 

pla ,y) < 8 < e/3. 
相应 地 , 又 可 取 > € |z 1 满足 
pz y) S plz’ a’) + p(a y) < e. 
即 在 y 的 任意 s 球形 邻 域 中 有 J 在 A 中 周期 的 s 伪 轨 通过 , 由 命题 4.2.1, 有 
y € R(flA), 
即 
A C R(flA) C R(/). 
H x€ A, 特别 有 
> € R(flR(/)), 

考虑 到 ER), BA EROL. 

一 般 来 讲 ,Q (fiQ(f)) 不 一 定 为 2(f), 由 命题 4.2.2, 可 将 0(f) 扩 展 为 
R(f), 而 在 R(f) 上 有 R(flR(f))= R( 了 有) 成 立 .在 第 十 章 中 ,将 讨论 R (f) 
上 的 稳定 性 问题 . 


$4.3. 分 形 与 吸引 子 


设 (X,o) 是 完备 的 度量 空间 , (AX), A, ) 是 分 形 空间 . 若 A € 2C X ) ER 

射 W .S( X) 3( X) IAE SE , 且 满 足 
lim W"(B) = A, VB € XX), 

则 称 A 为 W 的 吸引 子 .这 时 ,又 称 A 所 表示 的 图 形 为 分 形 . 分 形 图 形 的 维 数 
是 指 可 有 限 非 零度 其 该 图 形 的 空间 的 维 数 .通常 有 自 相似 维 数 , Hausdorff 维 
数 与 盒 维 数 .下 面 介绍 后 两 种 维 数 的 定义 与 性 质 

(1)Hausdorff 维 数 59] 

id d 维 欧 几 里 得 (Eudidean) 度 量 空间 R7 上 的 欧 几 里 得 距离 为 of. 其 子 
RIKI UF |k =1,2,…1( 可 以 是 有 限 个 ) 是 R* 上 子 集 A4 的 一 个 矫 盖 . 记 


H(A) = IU, LA C Ú U, S RI, 
R^ 中 子 集 HHA lU, 1. E 820, 51 UICE H(A)B IU, 18 (e 1, 
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2, …), 则 称 其 为 A 的 一 个 6 覆盖 . 记 
H(A) = H U,l € H(AJIIU,I x 8, = 1,2,.…|, 
显然 , 当 o <ë, 时 


Ha (A) € H,,(A). (4.3.1) 
设 A 为 空间 (Ra, pe) 的 任 一 有 界 子 集 , 520, 对 任意 8 >0, 定义 


Xi) im LU IU, € H&CA)]. 


Hi (4.3.1) x24 ó 变 小 时 ， 能 构成 A 的 覆盖 的 集 类 变 少 , 故 %; (4) 关 于 ó 是 
不 减 的 , 易 证 明 , 极限 值 
(A) = lim Ai(A) (4.3.2) 
存在 , 并 且 是 (Ra, pp) P Bore 集 类 上 的 一 个 测度 . 
定义 4.3.1 设 集 A 是 度量 空间 (Re, pg) 的 Bore 集 , 对 任意 s€ (0, 
oo ), 称 (4.3.2) 定 义 的 2€ CA ) 9 88 A 关于 s 的 Hausdorff 测度 . 
定理 4.3.1 设 A ER’, poA RR, WFE H soE [0, 4] 使 
°, tX se 
X'(A) = 
0, t > so. 
证 明 xPAEGUEARSACRA,SOCSo«1I, B IU Ik 21,2, 1 € 
H4(A).34 t 5 50 时 有 


Xl, = = Siud lU, aA Ul. 
取 其 下 确 界 得 
HCA) < H(A) (t >s >20). (4.3.3) 
取 R^ 空间 中 的 单位 立方 体 C, 将 C 的 每 条 边 等 分 为 K EAK 个 小 立方 


体 ,每 个 小 立方 体 的 直径 是 去 /4, 取 59< KE<1 有 


XRC) « KK /d)* = a? < oo, 
1E (4.3.3) X HC A 为 C 得 
0x XI(C) SETILU) « er "d^, ¿+ > d. 
4 8—078 X'(C) 2-034 V e d RZ. HT ES ACR?+, 故 可 用 有 限 个 单 
位 立方 体 C 来 覆盖 , 由 测度 的 可 列 可 加 性 和 单调 性 , 知 
X'(A)20, t»d (4.3.4) 

成 立 , 记 唯 一 的 

so = inf(t l3€'CA) = 0l, (4.3.5) 
显然 59220, 再 由 (4.3.4) 式 有 
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Ü x s < d, (4.3.6) 
于 是 有 
X'(A)-20, Y> (4.3.7) 
成 立 . 可 以 断言 
X'(A)-2-9, Vt € sy. (4.3.8) 


否则 , 存在 s« so 18 4^ (A) « +o, 由 (4.3.3) 式 有 
X'(A)-50, Vt € (s,s9), 
与 (4.3.5) 了 矛盾 .联合 (4.3.6) 一 (4.3.8) 知 结论 成 立 . U] 
定义 4.3.2 PRAEH 4.3.1 中 唯一 确定 的 实数 so 为 度量 空间 (R4， 
of) 中 子 集 A 的 Hausdorff 维 数 , 记 为 
dimi CA) = so. 
对 于 空间 R^ 中 子 集 A 的 Hausdorff 维 数 , 有 如 下 性 质 . 
命题 4.3.1 A ER PTE, 
dimy( A) xi d. 
WEB] R^ 可 用 可 列 个 单位 立方 体 C RR, ilii € (C) —0, i RI) 9 
0, Yi>d. 而 ACR, W X'(A)=0, Yt>4d, 由 此 可 知 结论 成 立 . n 
命题 4.3.2 (E R^ 空间 中 , 若 集 AC B, jul 
dim (A) < dmi(B). 
证 明 ”由 Hausdorff 测度 的 单调 性 ,有 
OH(A) x X'(B) 20, Vt > dimy(B). 


知 结论 成 立 . D 
命题 4.3.3 WE ACER? 是 开 集 , 则 
dimg CA) — d. 


WEB] 设 B 是 边 长 为 的 立方 体 ,将 B 的 每 条 边 K 等 分 得 到 K* 个 小 立 
方 体 ,其 直径 为 Vd, 类似 于 定理 4.3.1 的 证 明 ,有 


i 


K d 
AIB) = B Edd] = rat >o. 
a 


A 8—0 fB X ^( B) = ridt >00, W dim, (B) =d. Xt Ri 中 任 一 开 集 A, 必 存在 
一 个 边 长 为 r 的 立方 体 BSSA, 由 命题 4.3.1 和 4.3.2 有 
d = dimy(B) < dimn(A) < d, 
故 结论 成 立 . 0 
命题 4.3.4 UA, A,,… 是 度量 空间 R^ 中 的 一 个 子 集 序列 , 则 
dimal UA] - sup( dimu (A4) . 


证 明 首先 由 
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及 命题 4.3.2 有 
sup( dim A,)) < dimal Ü A] , (4.3.9) 
另 一 方面 , 设 
sup( dim C A;)) > dimal Ü Ai] (4.3.10) 
不 成 立 , 则 存在 一 实数 上 使 
dim C Aj) < sup(dimp(A;)) < t < dimal U Ai] ， j= 2 
由 定理 4.3.1 有 


和 


但 后 一 式 与 由 前 一 式 利用 测度 可 列 可 加 性 得 到 的 oe" Ú Aj] = 0 矛盾 , 从 而 ， 
(4.3.10) 成 立 ,联合 (4.3.9) 知 结论 成 立 . D 
命题 4.3.5 设 4 为 Re 中 的 可 列 点 集 , 则 dimyA = 0. 


证 明 设 A= UAn A 为 单 点 集 ,对 单 点 集 有 
H(A D) = 1, k= 1,2,. 
故 dimp (Ai)=0,k=1,2,… 利 用 上 一 命题 可 证 本 命题 结论 成 立 . 0 
例 4.3.1 在 平面 上 将 一 个 单位 正方 形 等 分 成 16 个 完全 相等 的 小 正方 
形 , 然后 每 行 每 列 只 保留 一 个 小 正方 形 , 在 留 下 的 小 正方 形 上 施 以 同样 的 作 
ik, 重复 直至 无 穷 , 其 极限 集 A 称 为 康 托 尔 尘 , 则 dimp(A)=1. 
证 明 RIRE A 可 被 第 ”次 选中 的 4" 个 边 长 为 4 “的 正方 形 覆盖 ， 
其 直径 6 为 4 "2, 于 是 
XA) 4n 4/2 = /2. 
Mb n> okt, 3-4 "/2-0 TE C CAY/2, Ek 
dimy(A) < I. 
又 记 A 在 x 轴 上 的 投影 为 projA = [0,1], 由 于 
pg(proj {pl,prolgl) < or(p,g), Ypg ER 
利用 稍 后 定理 4.3.4 中 证 明 的 (4.2.14) 式 有 
1 = dimp (proiA) < dimn(A), 
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二 是 , dimn(A) = I. o 

(2) 盒 维 数 

对 空间 (X, 0) 中 的 紧 子 集 A € 90(X) 及 每 个 8 > 0, 用 NICA) on Bb 
A 的 半径 为 6 的 闭 球 的 最 小 个 数 . 

定义 4.3.3 如 果 极 限 

log N; CA) 
a - logó 

存在 , 则 称 其 为 紧 集 A € %( X)8J S EZ, 1079 dima& CA). 

盒 维 数 定义 中 的 闭 球 黎 盖 可 等 价 地 换 成 边 长 为 8 的 单位 正方 体 覆 盖 

设 mi, ma,t, Ma 是 整数 ,你 R 中 边 长 为 6 的 立方 体 

[mid, (m, +1)ó] x x [m¿ë, (ma + 1)8] 

为 空间 R^ 中 的 6 网 坐标 块 . 

定理 4.3.2. 设 M;(A) 是 集 AE 红 X) 与 3 网 坐标 块 相 交 的 个 数 , 则 

dimg(A) = lim m 

证 明 对 每 个 边 长 为 8 WJ 4 维 立方 体 可 被 一 个 直径 为 vd 的 闭 球 所 覆 

$, FE M;(A) 个 直径 为 6V4 的 闭 球 是 A 的 - -个 8Vd 团 盖 ， 
N| (A) < Me(A). 
只 要 6 充分 小 ,就 有 
logNa/i(A) < legMa(A) _logó 
-logB/d ~ gó logà/d 


4 9 一 0, 得 
logM;( A) 
— logó 
同时 , 一 个 边 攻 为 6 的 立方 体 可 用 数量 不 超过 37 个 直径 为 6 的 闭 球 覆盖 , 故 
M; (A) x  37NS CA). 


dimg( A) < lim 


类 似 可 证 
lim ego C) < dima (A), 
合 前 式 知 结论 成 立 . ü 
定理 4.3.3 设 AE 饥 X) 且 盒 维 数 存在 , 若 6,= cm,0<r<l,c>0, 则 
logNs (A) 
dimg( A) = lim gó, ` 


证 明 记 集 A 与 6 网 坐标 块 相 交 的 个 数 为 Ns(A), 设 $, <6=<8, .由 
logN; (A) LIgNs, (A) logN |, (A) 
-logó © -logó, -logó,u* log( $, .1/ Š, ) 
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_ logNs , (A) 
~ log6, + logr’ 


可 证 
logNs (A) 
dimp(A) < lim E 
类 似 可 证 
logNs (A) 
dimg( A ) > lim ogs, ` 
故 结论 成 立 . ü 


类 似 于 Hausdorff 维 数 的 性 质 , 有 如 下 结论 . 

命题 4.3.6 ”对 于 盒 维 数 ,有 如 下 结论 成 立 : 

(1) 设 A 是 空间 R^ 内 的 mm 维 子 流 形 , 则 dims (A) 7 m. 

(2)# ACR, lil] dimg(A) d. 

(3) 若 AC. B, W dimg(A ) &dimg (B). 

(4) 盒 维 数 是 有 限 稳定 的 , 即 若 A, BCR 的 盒 维 数 存在 , Wi 

dimp(A U B) = max(dimg( A), dimp(B)). 

例 4.3.2 R Sierpinski 三 角形 的 盒 维 数 . 

解 Sierpinski 三 角形 的 作法 如 下 :在 腰 长 为 1 的 等 腰 直 角 三 角形 中 , fE 
各 边 中 点 的 连 线 得 四 个 全 等 三 角形 ,去掉 中 心 的 一 个 ,再 在 剩 下 的 三 个 三 角形 
中 重复 同样 的 做 法 , 直至 极限 集 A. 


WR oG0 [T] ig Ni) C 9 N CA), SR N,(A)=3" 于 是 
logN,CA) _ log3 
—logó(n)  log2' 
(3) Hausdortf 维 数 与 盒 维 数 的 关系 
3384.34 Ë ACAR’), lil 
dimg (A) < dimg(A) < d. 
证 明 ”只 证 第 一 个 不 等 式 . 记 ;= dimp(A), 对 任意 小 的 e>0 有 
X * (A) = o. 


dimg(A) = lim 


取 充 分 小 的 86>0, 使 
1 < X*CA) < NCA)9 °, 
其 中 Ns(A) 是 覆盖 A 的 直径 为 6 的 最 小 闭 球 数 , 故 
0 < logNs (A) + (s — e)logó, 
即 
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logN5 CA) 
2 < logd . 
4 8—0,JfF 81 e 的 任意 性 知 结论 的 第 一 个 不 等 式 成 立 . D 


定理 4.3.5 设 (Xi, pi1) 和 (Xs, ps) 是 两 个 等 价 的 度量 空间 , 0: X, — X». 
EE X X; 等 价 的 变换 , 即 存在 常数 e1,e,>0, 对 任意 x, y € Xi 使 
epo (06x),0€y)) S p i(z,y) < espo(0€(x),0€y)).. (4.3.11) 
# A,€9(X) BH. A;7 0CA,) EAX), MI 
dimg(A,) = dimp( A;), (4.3.12) 
dimg( Aj) = dimg(A;). (4.3.13) 
证 明 ”只 证 (4.3.12) .不 妨 设 e <1< e;, H(4.3.11)2 SEU 


pga(8 €x), 0C y) «LG» Vr,y € X, 


EU, A, 的 一 个 6 覆盖 , 则 10(U;)1 是 AS 的 一 个 er lo 窗 盖 , 且 
Xi (AD S DUD S er 2,lU = er HCA), Vs>0. 
4 8 一 0 得 
HCA) L eH CA), Vs 2>0. (4.3.14) 

应 有 

dimg ( A2) < dimuCA4). (4.3.15) 
若 其 不 然 , 存在 : >0, 使 

dimg(A;) > t > dimp(Ai), 

可 得 %'(A1)=0,X'(A;)= oo, (4.3. 1) UT J& 05 — HE EI, 由 (4.3.11) 的 
右 不 等 式 类 似 可 证 

dimp(A2) > dimp( A1) 
成 立 ,联合 (4.3.15) 有 (4.3.12) 式 成 立 .类 似 可 证 (4.3.13). nu 
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设 自然 数 N>1 ,字符 集 S = 11,2,…, N11 上 的 序列 空间 (5;(N), d )#I 
$3.1 所 定义 ,下 面 简 记 3, (N) 为 Z, 即 
5= ele = oort, o; € S,j € NI. 
设 (X, o) 是 完备 的 度量 空间 , W = j wb was ccs wii Æ X ERAS C 
= maxilcl,…,cNvl 的 双 曲 兴 代 函数 系 . 若 o € X, dd 


Plon, z) = w, ° we o ws (izt), 


其 中 z€ X, n€ N. HE— B€ Z (X), 容 易 证 明 
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W"(B) = YW Get) = U, YP n, z), (4.4.1) 
对 K € (X), E X wo:F (X)>F (X) 
wo(B)= K, YBE KX), 
称 为 凝聚 映射 . 记 
Wo = [wo wi ww, 
类 似 于 定理 4.3.3, 不 难 证 明 W 是 完备 度量 空间 (和 (X), h,) EIRHREUON c 
的 压缩 映射 , 因而 存在 唯一 的 不 动 点 AE8 (X) 是 9 (X) 上 的 吸引 子 . 
用 数学 归纳 法 不 难 证 明 下 列 命题 . 
命题 4.4.1 ”在 如 上 假设 下 ， 
A = limK U W(K) U = U W"(K) = Ü W"(K). 
D| 4.4.1 i$ KC (X)H Ks, MEEK a 00,3] m, n €N, 
zrporji€ KQH 
p(O(o, m, x), $ó(o,n,x;)) x a"^", Vo € >, 


lI 


其 中 
m A n = inf(m,n), c = maxlc,,', CNl. 


证 明 pik m <a, Ë] m mAn. xs z€ K HJ, 


$(o,n,x3) = wu ° U ° w (Pw, n — m, Z2))， 


EP wspom on € Z. 
rÍ = O(w,n- m, zz). 
由 命题 4.4.1, EA FX 
ollo, m, 71), Blo,n, 72)) 2 p( (o, m, z1), Elo, m, x3)) 
<col x3). 
ii 
a = maxlpCri, c3) lxi x3 € Al, 
由 于 A 是 紧 集 , 故 a 有 和 界 ,从 而 结论 成 立 . g 
定理 4.4.1 设 (X,o) 是 完备 的 度量 空间 , A € (X) LX, W1 的 吸引 
子 , 则 如 下 结论 成 立 : 
(I) Vo€ Z, x € X, Will limo, n, x) ff fe, WH (o). 
(22)6(0)C A H5 r€ X 的 选择 无 关 . 
(30: X— A 是 连续 的 满 射 . 
证 明 (证 结论 (1)) ME EX, W KETHX) 使 zEK, 由 引 理 4.4.1 
iplo, n, r) ,en 是 完备 空间 X 中 的 Cauchy 列 , 故 存在 B(o)EX 使 
p(o) = lim (o, n, z). 
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(证 结论 (2)) 设 A 是 吸引 子 , 故 A= lim W" (K). HERI e 2>0, n 
充分 大 后 , 有 
$Q(o,n,x) € W'(K) C (A), 
fE EX noo, BEA 60, fi D(0)€ A. X Ë c r, (o, n, r; ) 0938 
I lo, x), j=1,2, B5 4.4.1 VA 
lo, xri) = @(c, xə), 
E Ola) 5 rEX 的 选择 无 关 . 
(证 结论 (3)) 由 前 证 ,可 定义 映射 x X 使 8(5)CA. 先 证 o 是 连 
续 的 . 任 给 e>0, 取 充分 小 的 6>0, 使 满足 
d(c, )< ó 
8jo,o€ X RATEN 
1* ofw 的 前 ”项 相同 , HI 
G= 01626, , O —0,:10442775 
四 二 Ga103 Ga , @ = W122 
2 n 充分 大 ,使 得 引 理 4.4. 1 中 
ac" < e. 
如 果 C X, m >n, i 
ri = 6(o,m- n,r), x57 @(o ,m — n,z), 
当 m 充分 大 后 , x, x2€ A. 于 是 ,由 引 理 4.4.1 有 
e(G(o, 7, x), lw, m, x)) 
- p(6(c,n, (c, m-n,x)), Blw,n, lw, m -n,x))) 
-p(G(o,n, xi), (o, n, x3) K€ac" Ke, 
^ 六 一 +oco, 由 前 证 有 
p(B(o), Bl(w)) € e, 
即 有 :3 一 A 连续 . 
再 让 :Zz 一 A 是 满 射 .由 (4.4.1)， 
A = lim W"Clzl) = lim (o nix), 
于 是 ,对 任意 a € A, PEAP UU |, € NICE 使 


imlo, nzr) = a. 


由 命题 3.1.2, (S, d ERR, K o O AAFIN, KAREA o En € 


NI, BIFE o € 使 
limo? = 


n o0 


w. 


w 
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aln) = Cardi; € N| Ë) = o1 £ < jl, 
显然 a(n) + co(n—co), FE, H 


g(O (o, n, x), 6 (o n, 3)) ac, 


^ 2 一 co 有 
p(@(o),a) = 0 
或 
a = P(w), 
即 6.Z— A 是 满 射 ， ü 


在 定理 4.4.1 的 条 件 下 , 设 a € A, 称 
$'(a)- le € Xló(e) = al 
Aj aC A 的 地 址 集 . 
命题 4.4.2 ”在 定理 4.4.1 的 条 件 下 ,如果 任意 一 点 a€ A 的 地 址 集 
$ (a) EPAR, 则 吸引 子 A 是 完全 不 连通 集 . 
WB] 按 条 件 所 设 及 引 理 3.1.1,@6:3-A4 是 同 胚 ; 再 由 命题 3.1.2 知 
AEF (X) 是 完全 不 连通 集 . 0 
定义 4.4.1 BIX, Wi 是 双 曲 迭代 函数 系 , 如 果 吸 引子 A 中 任意 一 点 
a € A 的 地 址 集 是 单 点 集 , 则 称 1X, Wi1 是 全 不 连通 的 . 
设 o=0o102…E€35,kE 11,2,…, NI BI ko 表示 连接 运算 , 即 
ko = kooz. 
命题 4.4.3 设 双 曲 和 迭代 函数 系 1X, W 1 是 全 不 连通 的 , 则 w: A>A 是 
双 射 ,k=1,2,…,N. 
WEB] ”如 果 存 在 1 委 & 委 N 使 ww :A 一 A 不 是 双 射 , 则 存在 x1, zzEA 而 
Xx1 关 Xx2 使 
wlr) = wlr) = a € A. 

设 x, 和 z 的 地 址 分 别 是 o Mow, N a € A 有 两 个 不 同 的 地 址 Ac 和 kw, 与 全 
不 连通 的 条 件 矛 盾 , 故 结论 成 立 . 0 
|x, W1| 是 -一 个 可 道 的 近代 函数 系 ,如 果 wi 可 道 ,k=1,2,…,N. 

定理 4.4.2 设 |X, Wi 是 -- 个 可 道 的 双 曲 大 代 函 数 系 , A 是 W 的 吸引 
子 , 则 |X, 殉 | 全 不 连通 , 当 且 仅 当 ij, 1,0 € 1,2, NI 时 
w;CA) N z (A) = Ø. (4.4.2) 
证 明 ”首先 , 设 1X, W| E qo B. nee ij K x € X iE 
x € z, (A) f1 zo, (A), 
MEE y, 2€ A, Ë x= w;(y) wl). É y 和 > 的 地 址 分 别 是 c Fu, 则 + 
有 两 个 不 同 的 地 址 io 和 jw (i 关 j)， 与 全 不 连通 的 假设 牙 盾 ， 故 i 隆 j 时 ,有 
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(4.4.2) X. 
其 次 , 设 (4.4.2) 式 成 立 .如 果 iX, W 1 不 是 全 不 连通 的 , 即 存在 z€E A 有 
两 个 不 同 的 地 址 go4…owos 170 010,5, 41…, 其 中 60, ;1 和 oi41, 是 首次 不 
一 致 的 符号 , 设 ci = i, dna FIE 
y = ulw aos os = (aa 
有 
y € w;CA) N w;CA), 
与 所 设 矛盾 , 故 |1X, Wi! 是 全 不 连通 的 . 
定义 4.4.2 RIX, WW! 是 全 不 连通 的 , A 是 其 吸引 子 , 称 映射 
S:A >A, a P> w, (a), a € w,(A) 
为 吸引 子 A 上 的 漂移 映射 ,动力 系统 (A, S ) 称 为 漂移 动力 系统 . 
例 4.4.1 iE X 5[0,1], wi(x)9 zx/3, w;(x)-1- x/39I1 X, wi, w2} 
是 双 曲 迭代 函数 系 , 其 吸引 子 A 是 康 托 尔 三 分 集 . 漂移 映射 


SG) = 30 -|2r- 11), Vr€A. 


(A,S) 是 相应 的 漂移 动力 系统 . 
TER T 是 符号 空间 5 上 的 转移 自 映 射 ( 见 定义 3.1.3). 
定理 4.4.3 ”漂移 动力 系统 (A,S) 与 符号 动力 系统 (2, 丁 ) 拓 扑 共 罗 . 
证 明 由 于 |X, W| 全 不 连通 , 故 映 射 $8;3 一 A 是 同 胚 . 
任 给 o=0107 € X, MFE a EA, 使 


a =@(o) = lim ws, ° Wg, ° UU ° Wa Ix) 


n 


= w, (lim w,, oro w, iri) € wa (A). 


于 是 ,对 任 -- o € Z 8 
P'e Se Plo) = 6 (w;(6(0) = @ GT)) = T(o), 


即 
S.0-0».T, 
从 而 结论 成 立 . n 
定理 4.4.4 dE N 三 2, |X, W| 是 全 不 连通 的 , 则 其 对 应 的 漂移 动力 系统 
(4,S) 是 混沌 动力 系统 . 
证 明 由 定理 3.2.3 和 定理 4.4.3 立即 可 得 . D 


注 4.4.1 混沌 动力 系统 (X,/) 的 另 一 种 定义 是 满足 如 下 条 件 ; 
1° (X, 有 ) 是 可 迁 的 . 

2° (X, 有 ) 对 初始 条 件 是 敏感 的 . 

3” 卫 的 轨道 集 在 X HR. 
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在 这 种 定义 下 同样 有 定理 4.4.4. 所 谓 (X, 有 ) 是 可 迁 的 , 即 对 义 中 的 任意 
两 个 开 子 集 U 和 V, 存 在 n€2Z 使 
UN/f"(V)¥ Q. 
BriB CX, f) 对 初始 条 件 敏感 , 即 存在 8 >>0, 对 任意 的 x € X 和 es>0, 存 在 yE 
B(x,c)fll n € N, f 
pCf" (x), f" (0) > ó. Ü 
n R XE (X BRSUR lX, Wi 不 是 全 不 连通 的 , 则 可 用 “升腾 "的 方法 构造 一 个 
全 不 连通 的 迭代 函数 系 ,使 得 W 的 吸引 子 A 是 “升腾 吸引 子 ”A 在 原 空 间 X 
上 的 投影 .下 面 仅 就 N =2 的 情况 介绍 升腾 动力 系统 , 对 于 N >2 的 情况 , 是 
类 似 的 . 
设 (X,o) 是 度量 空间 , | X, w, wz} 是 双 曲 迭代 函数 系 , 并 简 记 X. (2) 为 
工 . 作 积 空间 XXI, HEX G, : X x X— X x Z H 
oi(x,o) = (wi(x),1o), V(r,o)€EXxE, 
wlz,o) = (w;(r),20), V(x,0)€ X x X, 
其 中 jo(j =1,2) 是 连接 运算 . 
积 空间 X x Z 的 度量 h 取 
h((r,o), (y,9)) = p(x,y) doo)， V (z,o), (yw) € X x 2, 
其 中 


| 
d(o,w) = >) = , Vo,o € X. 


定义 4.4.3 BIX, wi, w| EIRAN R, 称 |X Z, T DX 
其 对 应 的 升腾 迭代 函数 系 . 

设 EAI o 如 定理 4.4.1 所 述 , 则 记 更 的 图 为 

À = I(6(o),o0)le € XI. 

命题 4.4.4 设 A 是 {X,wi, ws| 的 吸引 子 ,映射 :5 一 A 如 定理 4.4.1 

所 定义 , 则 A 是 更 的 图 4 EX 上 投影 , 即 
A= |z € Xl(x,2) € A, 3o € XI. 

证 明 udi OI), 由 定理 4.4.1 知 结论 成 立 . D 

定理 4.4.5 BA Je E CERCA LX Lows wz| 的 吸引 子 , 若 w: A> 
A( 21,2) & REDI, MIXX X, 高 1, 而 ,| 是 双 曲 的 全 不 连通 的 , HL À 是 其 吸 
引子 . 

证 明 首先 ,证 十 ;(x,o)(j=1,2) 是 压缩 的 . 设 |X, wi wz1 的 压缩 比 0 
之 c<1, 于 是 对 (x,o),(y,w)EXXZ,j=1,2, 有 

h(& (ro0), Wi(y wm)) =h((w Ge), jo) Co; Cy), je) 
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<el y)d(o, o) = yh, o), Cro 9). 


Bl à,(j =1,2) 是 压缩 的 , 且 不 难 核验 A R| Xx E, da, 9 RIT. 

其 次 ,由 w;(j -1,2)& REB, A x 是 由 i1,21 生 成 的 符号 空间 ,不 难 核 
验 而 ;(j =1,2) 是 可 逆 的 . 

RE, (Gr 0)€ &,(A)HCOy, o) € DA), H @; (j 1,2) 8 E X D 
有 cl =1, li=2, 即 G= o, W 

Wi(A) N @ (A) = Ø. 

于 是 ,由 定理 4.4.2 知 结论 成 立 . n 

推论 4.4.1 在 定理 4.4.5 的 条 件 下 ,映射 

S(x,o)- (w;l(x)T(a), oi = ¿, V(r,a)€ A, 

为 吸引 子 A 上 的 漂移 映射 . 

定义 4.4.4 FFKCA, SDAHHIHEN T IX X E, d, 从 ,| 的 升腾 漂移 动力 系统 . 

由 定理 4.4.4 和 定理 4.4.5 立即 得 下 列 推论 . 

推论 4.4.2 ”定理 4.4.5 的 条 件 下 , (A,S) 是 混沌 动力 系统 . 

在 定理 4.4.5 的 条 件 下 ,同样 可 以 定义 映射 S;A 一 A: 

aw; (a), a€Ew(A),a€A, 

而 有 动力 系统 (A, S). | 

定理 4.4.6 在 定理 4.4.5 的 条 件 下 , 1x,1>-o 是 相应 于 动力 系统 (A,S) 
的 任意 一 条 轨道 , 则 存在 升腾 漂移 动力 系统 (A, 5 ) 的 轨道 |z,1,-0, 使 得 对 任 
Ë n €Z,,z, 在 XX 上 的 投影 是 x,. 

WEB] 由 定理 4.4.5 和 命题 4.4.4 可 以 证 明 该 定理 的 结论 . o 
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概率 空间 上 的 一 个 保 测 变换 可 生成 一 个 随机 动力 系统 .本 章 主要 简 述 该 
系统 中 两 个 重要 的 概念 :度量 焙 和 Lyapunov 指数 . 主要 的 参考 文献 有 [35 ], 
[36], [60], [61], [62], 关 于 随机 动力 系统 的 光滑 遍历 理论 , 有 专著 [63 ] . 


$5.1. 保 测 变换 


设 n 是 一 个 集合 . 子 集 族 ，C22 称 为 半 代数 , 若 满足 如 下 条 件 : 

Sa) 2€ 

SQ) A,B€ ABE. 

S3) A€/—0NA-U/E,féfE E€ $H EIE; 7 @,iZj,i,j= 
1,:7,n. 

一 个 半 代 数 .x C2? 称 为 代数 , 若 在 条 件 S(3) 中 , 要求 0N A €, B) 
对 余 运算 是 封闭 的 .这 时 , E, 自然 存在 .在 代数 .x 中, 条件 S(2) 可 换 为 


Apc A, €> ÜA; € X. (5.1.1) 
一 个 代数 202? 称 为 c 代数 , 若 条 件 (5.1.1) 换 为 
A; € Z; 14,2, o ÜA, € 5. (5.1.2) 


这 时 , R, D AAWE E. ERR P: F —R' 称 为 可 测 空间 (0,F) 上 的 
测度 , 若 满足 可 列 可 加 性 , 即 
(1D)P(9)-0. 


P| UA,) = DPA, A, € Ri = 2n, 且 两 两 不 交 


如 果 P(Q)=1， 称 测度 空 s 间 ( 0, 多 卫 ) 为 概率 空间 ,或 正则 测度 空间 ,而 称 
测度 P 为 概率 测度 .显然 , 当 (Q, 爷 上 的 测度 jy 使 jy(0)<+% 时 ,总 可 以 定 
义 概 率 P=(y(0Q)) wx. 因此 ,本 章 限 于 概率 空间 . 

AAO ERI S ERÉ o ER, ES y BJ o 代数 的 交 . 如 果 映 射 
rt: >R' 具 可 列 可 加 性 且 c(Q) =1, 则 存在 (2,33(o7 )) 的 唯一 概率 测度 P, 
使 P 是 + 的 延 拓 . 

定理 5.1.105] B(A, F ,PP) 是 概率 空间 ,9 = (x ), 则 对 任 给 的 e >0 


$5.2. 保 测 变换 的 度量 灶 21097 -> 


K FEF, FE AC AW PUFAA) Xe, KP FAA - (FN AJUCAN F). 

5.1.1 4 P(FAA) Ke PF, |P(A) - P(F)| <£. 3c E, H PCF) 
-P(FNVA)* P(FÜ AMI PCA)  PCAN F) *& PCFÜV1A), Hf. 

设 函 数 f: 0 一 C( 或 R) 是 | f1? 可 积 的 , p 宇 1. 称 f 和 g 等 价 , 若 f = 
g(a,e). 用 L?(0, 多 P) 表 示 这 些 p 方 可 积 函 数 等 价 类 的 集合 Mud 
式 定义 数 乘 和 加 法 , 并 按 通常 L^ 空间 的 方式 引入 范 数 , 使 之 成 为 Banach 空 
[8], 简 记 为 L2(2) .本 章 讨论 实 函数 的 情况 . 

定义 5.1.1 设 (0,, 允 ,Pi),i=1,2, 是 两 个 概率 空间 ， 

(1) 称 变换 T: (Q A, Pi) (Q5, A, P;) 是 可 测 的 ,车 T (2)C4. 

(2) 称 可 测 变换 T 是 保 测 的 ,车 PT ! A;) PAA), VAER. 

(3) 称 保 测 变换 T 是 可 逆 的 , 若 T 是 内 射 且 工 ” 是 保 测 的 . 

定理 5.1.2. (Q, Z, P;) 是 概率 空间 ,; =1,2,T:01 一 02,%% 是 生成 
Z, 的 半 代 数 , 如果 TES EERW, M 工 是 保 测 变换 . 

证 明 留 作 练习 . u 

本 章 讨论 概率 空间 (2, 移 已) 到 自身 的 保 测 变换 T, 这 时 称 概率 测度 P 是 
T RÈM. (C, F, P), TR- -PEDIRA N T. Z, x 2 一 0, 称 为 随机 
动力 系统 .有 关 实 例 可 见 文献 [35, 61]. 


$5.2. BU AE PE] RE RR 


1948 4E, C. E. Shannon ^^ Et iS] t8: 5 | A 3 fei E BH PLEASE XXI B 
概率 不 确定 性 , C" CO EET BEUIRSUEHUMISETR.m-e 1958 
年 ， Kolmogorov 551 ir Dj PR E rH 5| iE HE E 88 OE EAA Measuretheoretic En- 
tropy) 的 概念 (还 可 见 文献 [66]), tB, s D FE Y 伦 发展 过 程 中 的 一 个 里 程 碑 . 它 
不 仅 是 描述 系统 复杂 性 和 随机 性 的 工具 ,而且 解 决 了 一 系列 随机 动力 系统 的 
AHHA. 235 9 bio E BL 8 S5 AFAR, 进一步 的 讨论 可 见 文献 [35， 
63]. 

设 (0, 到 5 卫 ) 是 概率 空间 . 称 子 集 族 e= |A;EF1i=1,…, 上 | 是 该 空间 上 
的 一 个 有 限 分 解 , + 

A, ñ A, = Z, iZ j HUA = a. 
对 于 保 测 变换 T:O—0, PR, TÆT le= |T 'AllA, € e udi a] 
上 的 一 个 有 限 分 解 . 设 y= 1B), EF k51, m 1 是 另 一 个 有 限 分 解 ,类似 于 
$2.6, 记 
£V n = lA, BjlAi € & B; € gf. 
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X E LP (X 9 HT 8), WA e yy, 若 对 任 一 A.C e, FETE J CIL, 
2, …, ml, ë 
A, = UB; 
在 不 计 零 测度 意义 下 成 立 . 显 然 ,EV 7 是 一 个 有 限 分 解 , H 
ELEV py n«£€V mq. 
下 面 约 定 0.log0=0, 记 


Hp(€) = - XPA, )logP(A;). (5.2.1) 


N 5.2.1 称 Hp(&) 为 概率 空 SEN, F, P) EARS AE O58. 
容易 证 明 
命题 5.2.1 在 如 上 记号 下 有 
Hp( £) < logk. 
显然 


VT = £V Te V VT Ne 
E(Q,#, P) Ef — THER AE. 
$5886 5.2.2. X (0,2, P) 上 的 有 限 分 解 E 和 保 测 变换 工 , 如 下 极限 存在 
lim In V v T). 
WEB] 首先 ,利用 P(A;n Bi ) 委 P(A;)'P(Bi), 有 


P(A; N Bj 
Hele V p =- DPA, A Bioep CA) + oa BAD | 


< Hp(£) + Hp( 7). (5.2.2) 
LAF TERMEK, 由 Hp(&) 的 定义 可 得 Hp(T ! 6) = Hp(6), 于 是 
Hel "V T] = H| T” V Te] = Hel V T>e] . (5.2.3) 


记 a, = Hel V TJ ,显然 a 220, 并 由 (5.2.2) 和 (5.2.3) 可 证 
Anim < a, + am- 

于 是 ,利用 引 理 2.6.1 可 证 结论 成 立 . D 

EN 5.2.2 称 命题 5.2.2 中 的 极限 

h(T,§) = hm Ta V T] 
为 保 测 变换 工 关 于 有 限 分 解 0338; t PK 
ACT) = suph (T, £) 

X 5,7, P), T) BEBURS, Koh ç 遍历 0 的 所 有 有 限 分 解 . 
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KWEH 2.6.1, 8 h Cid) =0; 及 类 似 (2.6.1) 和 (2.6.2) 的 结论 成 立 . 
定理 5.2.1. XE TE] ASE(GQ0,2, P), T), # 


h(T") 2 m h(T), Vm € N. (5.2.4) 
WE T ETAY, 则 
h(T") 2Iml .A(T), Vm €Z. (5.2.5) 


证 明 首先 设 mEN, 记 ?= V T 和, 易 见 
ACT”, q) = lim" Rp V T | = mh(T,ë). 
于 是 
mh(T) = m suph CT, £) = suph CT", 7) 
< suph(T", 9) = h( T”). 
7 
另 一 方面 ,由 £< y, 类 似 于 (2.6.2), 有 
h(T”,8€) «hCT",9) = mh(T, £), 


可 得 A ( T") & mh CT), REG BLUR (5.2.4) SE. 
Td THÉ m € Z, TÆ 
|a = nir rel = n Ye 
BOR(OT SE) ACT, E), AW ACT 1)=h(T), 再 利用 已 证 的 (5.2.4) 可 证 
(5.2.5) 成 立 . D 

Te B 5 TAREA] < 5. 

设 x 是 紧 致 度量 空间 , T. XX 是 同 胚 ,利用 Riesz 表示 定理 , 可 以 证 明 
存在 一 个 T 不 变 的 Borel WET, 该 测度 定义 在 X 的 全 体 Bored FRE, 
从 而 得 到 一 个 概率 空间 . 

EH 5.2.21]  ” 设 (X,/) 是 紧 致 拓扑 动力 系统 , ECX, X) EX 
上 存在 关于 了 不 变 的 正则 Borel 概率 测度 已 , 则 

h(f) < ent( f). 

证 明 仍 记 3 为 X 上 Borel 子 集 生 成 的 o 代数 , (X, F, P) 9 8382 Bj. 
BH e-1A, 7, Ai 是 X 上 的 -- 个 有 限 分 解 . 选 取 X 的 相对 紧 子 集 BjC A;,j 
=1, =, k, E 

7 = Bp Be Beril 


其 中 及 ,=X- B, BERE IIEÉ m EN, A 


h Cf" , E) < hCf^, 9) * a. (5.2.6) 
其 中 a 是 一 个 与 mm 无 关 的 充分 大 的 自然 数 . 
Kg X BER t= |C, , C2,…, Cub KP 
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C= B; U Ban Cui Burj = 1,.…,k. 
又 记 
户 ( 7 eO = max cardi B; € 7B; n C, Z 8l, 
显然 , pp 6) = 2. 
由 命题 5.2.1, 采 用 $2.6 中 的 记号 , 可 证 


H| y r") < logN| Vf "s 


VECO) + nlogp Gp, 


1 
=0 


<H. 
由 此 可 得 
h Cf", 9) < entl f”, €) + log2. 
KK 6 (5.2.6), 8 
h Cf", £) < ent( J^, €) + log2 + a, 
先 对 右 端 , 再 对 左 端 分 别 按 定义 规定 取 上 确 界 , 有 
h Cf?) x entC f”) + log2 + a. 
利用 定理 2.6.2 和 定理 5.2.1, 令 m->+% 可 证 结论 成 立 . n 
注 5.2.1 MIRAOS P ER, i ACE (P; f). HB S.2.2 可 
加 强 为 
ent( f) = suph CP; f), 


其 中 上 确 界 遍历 X 上 所 有 的 上 不 变 测度 1, 但 存在 上 确 界 不 可 达 的 反例 . 
85.3 遍历 性 与 混合 性 


i 工 是 概率 空间 (2 ,多 已 ) 上 的 保 测 变换 . 

ENM 5.3.1 称 4AE8 为 了 的 不 变 集 , 若 T -14=A4; 称 4 为 工 的 弱 不 
变 集 , 若 P(44AT -14)=0, 其 中 4 表示 对 称 差 . 

显然 ,不 变 集 也 是 弱 不 变 集 . 

定义 5.3.2 称 概 率 空间 (2 ,多 P) 上 的 保 测 变换 T 是 遍历 的 , 如 果 对 每 
RER ACF, RUE P(A) 20 Xf PCA) 7 1. 

定理 5.3.1. 设 工 是 (2, 匈 已 ) 上 的 保 测 变换 , 则 下 列 断 言 等 价 : 

(1) 工 是 遍历 的 . 

(2)A E58 是 弱 不 变 集 ,那么 P(A)=0 或 1. 

(3A4€2HBH P(A)>0, EZ PCUZ.,T "A)=1. 

(4)A,BEZS 且 P(A)>0,P(B)>0, 那 么 存在 n>0 使 P(T "A fB) 
>0. 
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证 明 (1)>(2) BR AEFH P(T '!'AAA)=0.H-+ 
T "AAA CUC AATA) = UT (T^ AAA), 
及 工 是 保 测 变换 , XE x € N, E 
P(T^"AAA) xi nP(T ! AMA) = 0, 
EI P(T "AAMA)-0.iB A,- UT "A, FÆ 
P(AAA,) < 2 P(AAT A) = 0. 
记 A。= A, FE 
P(AAA..) = P| (Y(AAA,)| = 0, 
即 
P(A)= P(A»). (5.3.1) 
显然 TIA。=A4。, 由 工 的 遍历 性 ,有 P(A。)=0 或 1; 再 由 (5S.3.1) 有 
P(A)-70 x 1. 
(2)29(3 iACSHP(A)»50.&HAT'A,CA,; RH T 
P(T 1A1)= P(A1), 故 
P( T^" A,AA,) 一 0. 
由 结论 (2), 有 P(A1)=0 或 1. 由 于 T !ACA, HR 
P(A,) > P(T^!A) = P(A) > 0, 


故 P(A1)=1. 
(3)2(4) i$ P(A)>0,P(B)>0. 由 结论 (3), 有 P(A1)=1, 于 是 


0< P(B) = P(B N A) = P| ÚB n T *A)|, 


从 而 存在 € N 使 结论 (4) 成 立 . 

(4) 二 (1) 设 AEZ8 且 T 1A=A. 如 果 0<P(A)<1, 那 么 0 < 
P(Q\ A)<1, 于 是 

0= P(ANM(Q\A))= PUT "AQ (QNA), Vn€N, 

5ffib (4) B, EC P(4)=0 或 1, 即 了 是 遍历 的 . o 

注 5.3.1 由 定理 5.3.1 可 得 遍历 的 等 价 定义 : 称 保 测 变换 T 是 遍历 
的 ,如 果 对 每 个 弱 不 变 集 , 都 有 PCA) 20 ELT. 

下 面 讨 论 混 合 性 . 

定义 5.3.3 设 工 是 (9, 克 PP) 上 的 保 测 变换 ， 

(1) 称 T 是 弱 混 合 的 ,如 果 对 任意 的 4A,BE 钨 有 
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limt SPT 'A N B) - P(A)P(B)| = 0. 

(2) 称 T ERREG, 如果 对 任意 的 A, BC Z, A 

limP(T "A N B) = P(A) P(B). 

关于 强 混合 的 物理 背景 , 在 文献 [61] 第 342 页 中 有 一 生动 的 解释 . 

定理 5.3.2 设 (2, 黎 已) 是 测度 空间 , JEER FFR, T: 2 一 0 是 
保 测 变换 , 那么 

(1) T 是 遍历 变换 当 且 仅 当 

lim} SPETA N B) = P(A)P(B), VA,B € % (5.3.2) 

(2) T JéSSiiE & B3 24 B 42 24 

limt 5 ecra N B)-P(A)P(B)| =0, VA,B € $ 
(3) T 是 强 混合 的 当 且 仅 当 
limP(T AnB) = P(A)P(B), VA,B € % 

证 明 结论 (2) 和 (3) 的 必要 性 是 显然 的 ,下 证 充分 性 . 记 半 代数 生成 的 
代数 为 .yx (9) .x (7 ) 中 的 每 个 元 素 是 Y 中 有 限 个 不 交 元 的 并 ,那么 定理 中 的 
极限 等 式 在 xy 上 成 立时 ,也 一 定 在 .x (9) ERE 

É; A, BEZ. 对 任 给 的 e«0, 选择 Ap, BoE (9) 使 得 

P(AAA0) < e, P(BABo) < e. 
由 于 对 任意 的 ;之 0, 有 
(T 7A N B)ACT Ao N Bo) C CT "AAT Ao0) U (BAB), 
可 得 
P((T A N B)ACT "Ao N Bo)) < 2e, 
因而 , 由 注 5.1.1, 有 
IP(T AO B) - PCT Aof Bo)! < 2e. 
于 是 
IP(T A N B) - P(A)P(B)| 
«|P(TA N B) - PUT Ao Bol «| PCT Ao N Bo) 
- P(Ao)P(Bo)| +| P(Ao)P(Bo) - P(A)P(Bo)| * | PCA)PCBQ) 
- P(A)P(B)| 
< 4e € | PCT "Ao N Bo) - PCA9)PCBo)I. 
由 此 可 证 结论 (2) 和 (3) 成 立 . 
下 证 结论 (1). 易 见 ,对 A, B € Z, E Ao, B C (868. 
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n-1 
LS per A n B) - P(A)P(B)| 
i=0 


TAPT A N Bo) -PCAW)P(CB |, 
故 只 须 证 结论 (1) 在 TERY. 首先 , 设 (5.3.2) 在 9 上 成 立 . 设 A 是 不 变 集 ， 
在 (5.3.2) 中 , 取 A=B, 有 

P(A) = limt Me 'A (1 A) = (P(A))’, 


故 P(A)-0 X 1, Bl 了 RAUS. 
其 次 , 设 工 是 遍历 的 . 记 xa 为 集合 A 的 特征 函数 , 在 后 面 提 到 的 
Birkhoff 遍历 定理 中 , E f = ya, 68 


< e 十 


limt S aa CT Co) = P(A), ae. 
或 
lim + S aC Gau G9) = P(A)ys(o), a.e. 
利用 有 界 收敛 定理 ,有 
lim E [E S aT Goa] = PCA)P(B)， 
其 中 表示 期 望 .于 是 
lim + Spur N B) = P(A)P(B) 
在 多 上 成 立 ,从 而 (5.3.2) 成 立 ， D 
553.2 由 定理 5.3.2 易 见 , 强 混合 可 推出 弱 混合 , 弱 混合 可 推出 遍 


历 .反之 , 则 不 然 , 可见 文 献 [35] .下 面 进一步 给 出 弱 混 合 的 等 价 条 件 . 
称 子 集 JCZ, 是 零 密 度 (density zero) BJ, # 


lim card(J N 10,1, m = 10) = 0. 
8|38 5.3.1 Blanta- ,是 有 界 实数 序列 , 则 下 列 断 言 等 价 
(1) limt 5 la;l = 0. 
CE JCZ， ,对 一 切 n€J 且 2 一 co 时 ,av 一 0. 
O imt Su = 


证 明 (Ds) 如 果 MC Z, , WE 
ay(n) = card( M f) 10,1, un - 11). 
对 &>0, 记 于 = in€Z.lla,l ZA/kl, 则 J,CJ;C-- ,H 
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1.1 "ES 
ELLO 2 lail, 


即 J, 是 零 密度 的 . 故 存在 整数 列 0= L < 1 < L,<-- tí 


J 1 
42,00 M p Vn >l. (5.3.3) 


8 


J = Ü ia DU sl, 
则 | 是 零 密 度 集 . 3: B, BL JC 90s In € 1, BI, A 
J N LO, nals I A [0] UD A l n] 
C [J, N £06, 201 U [ir N [0,022], 
BEER (5.3.3), 可 得 


1 1 H 1 
Qu x FILAS * aj n2] < k + 


k+l 
因而 , 当 n-—ooBf(1/nJaj(n)--0, Bl J EREE. WR n 2 L HncJ.3 
Z n€ J, Bü 


la, | < 1/(k + D), 
即 结论 (2) 成 立 . 

DSA) Rila ERA K.E% e >0, 由 结论 (2), 存在 
N,>0,3% n>N, HR n € J Bh. la, l «e; IR] BI, ER N, fn > N, 时， 
(aj( n)/n) Xe. FÆ 

Sjal- HS ga X lal] 
n i£ T) iÉJGD 


n 
K 
< 4,900 +£ < CK + De, 


其 中 Ja)=Jnio,1 n 一 1|. 故 结论 (1) 成 立 . 

(1)25(3) iEX8In€J Hn-otf,la,1—0, 4 BH fO 1a, 1?—0, BB 
nf. n 

EH 5.3.3 设 工 是 (2, 多 P) 上 的 保 测 变换 , 则 下 述 断 言 等 价 

(1)T 是 弱 混 合 的 . 

(2) 任 给 A, BC Z, ff fee RE S& JA, B) CZ, ,À nCJCA, B) H n> 
œt, PCT "ANB)>P(A)P(B). 

(3) 对 一 切 A, BC 2,8 


lim + Y [P(T^A N B) - PCA)PCB)? = 0. 
note i=0 


证 明 记 a,=P(T AnB)-P(A)P(B), 利 用 引 理 5.3.1, 可 证 D 
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设 T 是 概率 空间 (2, 多 已 ) 上 的 保 测 变换 , | T" In EZ EM o € Q 出 

发 的 一 条 轨道 . f;0 一 R! 是 可 测 函 数 , 称 
(Flw), (To), FCT"w), 7] 
是 上 述 轨道 的 观察 值 . 一 个 重要 的 问题 是 其 一 段 时 间 内 的 平均 值 
SG) = + 22 f(T'e) (5.4.1) 
的 渐 近 行为 . 另 一 -个 重要 问题 是 , S, 户 是 否 渐 近 于 空间 平均 
Ef(o) = |f(e)dP(e). 

对 这 些 问题 的 关注 , Se SOR Di FE IG BJ ETE. TE 1909 年 , 博 雷 尔 (Borel) 在 
Bernoulli 试验 中 建立 第 一 个 强大 数 定律 , 随后 柯 尔 莫 戈 罗 夫 (Kolmogorov ) 就 
独立 同 分 布 的 情况 建立 了 相应 的 定理 50 .在 一 般 情 况 下 的 工作 , 一 是 证 函 分 
析 中 半 群 算 子 的 Von Neuman 均 方 遍历 定理 [51, 另 一 是 1931 年 BirkhoffU?' 
在 几乎 处 处 意义 下 的 个 别 遍 历 定 理 . 1968 年 ， Kingman[73,74] 推 广 Birkhoff 的 
工作 , 得 到 次 可 加 遍历 定理 ;而 Liggettt751 进 一 步 碱 弱 次 可 加 条 件 , 得 到 推广 
的 次 可 加 遍历 定理 . 在 此 基础 上 , 可 证 明 Oseledetsb74 乘法 遍历 定理 (1965 
年 )， 从 而 更 一 般 地 引入 Lyapunov 指数 的 概念 和 存在 性 的 充分 条 件 . 

RAT U:LIO)->LI(0), 对 FELCO), 置 

fo=0, 万 =J1+U+ + U f. (n 21). 

定理 5.4.1 (Hopf 极 大 遍历 定理 ) U:LLCO) 一 LICQ) 是 正 线性 算 子 ， 

1 DllslL 若 AELIC2) 有 
Fn = maxf, Z0, 


0< x< 
W An= iw € Q IF. (o) 701, MI) 


| flw)aPp(w) > 0. 


证 明 AL FEL (A), HXE—9l 0n  N, Fn 之 f,, 由 U 是 正 线性 
算 子 , 有 
UFN(w) + flo) Z Uf, (Co) + flw) = fao), 
其 中 wE An, T E 
UFnlw) + flo) Z max fa Co) > Flw), Vw € Aw. 
注意 到 ,在 0 EUFO, XE QN Ay E Fy 70, 8 
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| ADAPS |. (Fut) = UES CoD APC) 


EN 


| 
= | Fv(o)dP(o) - | UFsCo)dPCo) 


Ax 


> | Fy (w)dP(w) -| UFv(o)dP(w)， 


BBC | UIS 有 结论 成 立 n 
W g€L! (0). S GOMO L, ESC e 0,8 
B,(g) = B, = le € N| supS,(g)() > al. (5.4.2) 


推论 5.4.1 AEFT TARER, M 
| g(o)dPCo) > aPCB, N A). 
B ñA 
证 明 记 A 上 的 特征 函数 为 x4, 令 /=(g 一 a)xa, Uf=f*T. 杆 是 
falo) = DFTw) = n(S(g)(w) ~ a), Ve € A, 
其 中 xa(Tw)=1. 在 


| Ü lo € olFv(w) > 01 ñnñA=B ñA 
上 应 用 定理 5.4.1, 有 结论 成 立 . D 
EH 5.4.2 (Birkhoff 逐 点 遍历 定理 ) i fe L'(o0),W f # f" € 
L!(0),f&(8 
(1) lim S, (Xw) 7 f^ (e), a.e. w € Q. 
(2)f':T-f', ae. 
G) | f'dP- | fdP, VA € $, T^! A = A. 
A A 
证 明 首先 ,定义 f* 并 证 结论 (2). 设 wEQ, 记 
f" (e) = limsupS,(f)(@), 
f. (o) = liminfS, Cf) (9). 
由 于 


Lir» = "2 2 
Hf T-KF.Hf.T-f. 
其 次 ,证 结论 (1) .对 0<p8B<a, 置 
E, 5 = lo € Alfa lw) < B, f" (e) > al, 
是 工 的 不 变 集 . 取 B, = Bs(f) 如 (5.4.2), 易 知 E, CB, EWR 5.4.1 中 取 


TÈN Tw) -fo), 
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A=n,# 
| rap > aP (Enp). 
[2 
再 分 别 用 - f, 一 B 和 一 a 分 别 替换 f,a 和 8B, 重 复 上 述 过 程 ,得 
|. JAP < PP(E, p). 


由 于 前 设 "meom 
P(E. g) = 0. 
XEE'-le€ünlf.(o)«f' (o) A 
E' C UE, p. 


(5.4.3) 


Ht a 和 8 为 有 理 数 ,上 式 右 端 为 可 列 并 ,联合 (5.4.3) 式 ,有 PCE" ) 20. Arif 


flw) = flw) ae wE, 
即 结论 (1) 成 立 . 
最 后 ,证 f* ELICO) 及 结论 (3) .由 Fatou 引 理 641, 有 


[lr GO laPCo) < im 六 ES IAT) lap 


lim TS [Lr tap 


= [1f laPCo) <+ oo, 
即 f* ELA). XIT rfer'ca)te Q 上 作 分 解 
f-fF-f, 
其 中 f+ 和 了 -是 非 负 函 数 ,分 别 对 其 利用 结论 (1), 记 为 
lim S, Cf. )(w) = CP)" lw) ae. w € D. 
BG) GI) .对 自然 数 m, 定 义 
ft (e), ft (o) < m 
0, fF (o) > m. 
对 其 再 利用 结论 (1), 同样 有 
lim S,(f%)(%) = (fiy (e) ae. o € Q. 
显然 , f: 和 (了 *)* 分 别 单调 收敛 于 ft 800). B. 
0 < S,(f“)(e) < m 
对 (5.4.4) 在 Q 上 利用 Lebesgue RAAE gg1341, 得 


[uz dP = lim 13 fi CT )aP(e) 
no i-0 


f Go) = 


(5.4.4) 
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2-] 


LM cosPG) 


i=0 


lI 
7 


nx OC 


再 由 其 单调 收敛 性 , 有 
[ur v ap = [re ap. 
从 而 
[r'aP = fjar. (5.4.5) 


XI ACZ,A-T 4A, 记 Ya 为 其 特征 函数 . 置 
g(w) = fl(w)xa(w), % € Q. 


由 结论 (1), 有 
g lw) = lim BDACT e) xaCT e) = f'(wo)ya(o), a.e. 
对 gg 和 g* 在 Q 上 利用 (5.4.5), 即 结论 (3) 成 立 , 证 毕 . n 


推论 s.4.2 当 工 遍历 时 , f* JLE Rb pb E e ke. H f" (9)  ECFGo)))L 
利用 Birkhoff 定理 可 以 证 明 下 面 的 Von Neumann 38 D] E FË. 
E 5.4.3 (Von Neumann L^ 遍历 定理 ) W l< p < co , Hl 2 f € 
LI), WEE f ELER 广 *T= 广 , 且 
lim | 5,60 - £^ V, = 0. (5.4.6) 
证 明 设 g 是 有 界 可 测 函 数 , 则 cc L^(O). H EBE 5.4.2, 存在 g" € 
L(A), AM g* € L^(C0), f£ 
lim S, (g)Co) -g'(w) a.e.o€C€ Q 
或 者 
lim | S, (g) Co) - g'(w)l?^ 20 ae « € Q. 
按照 有 界 收 敛 定 理 , 有 
lim || S,(g) = g* ll, = 0. 
IEA <0, 存在 自然 数 N(e,g), 对 一 切 k >0 有 
l S,Cg) - S.) ll < e/2, Vn » Nl(e,g). 
FEL), ASAOS fl, 3X ge L" Cog -els 
< e/A, 故 
lI S,CO - S, 00, 
< lS,CO Sa) lly + I Salg) Sarla) M, 
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+ d Se(g) 7 SO» I pA E. 
Bl i S, (f) HE d = Bj L^ CO) HIP] Cauchy 列 , 故 存在 f* € L^(0)18(5.4.6) 
成 立 . 再 由 


ntl 


Lo S,aGQGQ) = SS) To) + T fGo), 
利用 定理 $.4.2, 有 f'T-f' 成立. 日 
EN 5.4.1 设 了 是 (2,7,P) 上 的 保 测 变换 , 称 实 值 可 测 孙 数列 
Lf, In € Z, 是 次 可 加 的 , 若 对 任意 ,AGEZ， ,有 
fni f, + fs ° T" a.e. 
定理 5.4.4 (Kingman 次 可 加 遍历 定理 ) il fa ln €Z, IE L'coy mig 
次 可 加 函数 列 , 若 存 在 M >0, 对 一 切 n€z. 有 
+ [aP >- M, 


则 存在 T 不 变 的 函数 fe L'(0Q), W 
(Df: T=f a.e. 


(2) lim T f, = f a.e. 
Glimt | f,dP = J fdP = inf 1f f,dP, EP A € 以 YYC8 是 工 不 
n- n A A n NJA 
变 集 生成 的 o 子 代数 . 
WEBA 见 文 献 [60, 74, 75]. 0 
推论 5.4.3 Wf ln €Z, 1 是 次 可 加 函数 列 , 且 fi € L'Co), WEET 
不 变 可 测 函 数 f, 使 得 jt € L'Co) EL REGERE 5.4.4 的 结论 (1) - (3). 
证 明 由 fi ELI1(0) 及 定义 5.4.1 归纳 可 证 f; ELA). XJ m € N, E 
fano) = max{fr(w), — n * ml, 
则 f£, €L'(Q), BE m 单调 下 隆 .对 广 。 应 用 定理 5.4.4 和 Levi 5| ERR 
调 收 敛 定理 5241), 可 证 结论 成 立 . ü 
下 面 讨论 乘法 遍历 定理 , 其 中 用 到 张 量 分 析 的 知识 , 可 参看 文献 [77, 78]. 
ii R” dq 个 向 量 w1,…, ug 的 外 积 为 wu Aus Acc Aug :所 有 9 个 向量 的 
外 积 张 成 的 线性 空间 , 称 为 R” 的 g MI R E M, jN A*R" . 它 是 一 个 欧 氏 
空间 , 其 一 组 标准 正 交 基 是 
le Ae Avr Aelii < < i xml, 
其 中 ep, en 是 R” 的 一 组 标准 正 交 基 .这 里 ,采用 内 积 
(e, A A ei» ej, A A ej) = 0 


其 中 
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1, za = Jas 
Ôi — . . 
“° 0, la * Ja- 


XH£-- u € AIR”, ALEEK A 
u 一 2j a, e€ IN t A ej, 
aci 1 q l q 


于 是 
lal = | Xa)". 


i < <: 


iE L(R”, R”) L(R”), 对 A € L(R”)5E BE 894 
AU, A*R" — A'R” 
为 下 式 的 线性 扩张 
AM (e, Ao Ne) = Ae Non A Aes 
引 理 5.4.1? — XH A,ÍIn €Z, CL(R”), il A"  A,*A, AL 
7 limsup(1/ n )log lA, | <0 县 
lim Hog | CA) ^ IL, 


ace n 
对 一 切 g =1,2,…, m 均 存 在 , 则 

(1) lim CA"* A)? = A 存在 . 

(2) 记 A 互 不 相同 的 特征 值 及 对 应 的 特征 子 空间 分 别 为 expXi<expX2 
€ Xexpy, ME, E2, eV E, UP y; 为 实数 且 Xi 之 - oo, 则 


lim bog || A" = x VO#u € E. 


记 映 射 A:Z, XQ 一 L(R”) 定 义 的 A(n,w)EL(R”) 为 A" (9) & AL. 
类 似 地 ,下面 简 记 各 种 符号 M(w) 为 Ma. 
定义 5.4.2 称 由 映射 A:Z, x 0 一 L(R”) 定 义 的 序列 |A”"(w)|n€ 
ZA n 上 关于 下 的 上 闭 链 , 若 
A"**(o) = A"(CT*(9)) * Alw), Vn, € Z,. 
显然 , 对 上 闭 链 有 
A” (w) = A (T^! o) o AT"? w) ° e Aw). (5.4.7) 
EN 5.4.3 称 上 闭 链 14A"(w)} 可 测 , 若 它们 作为 从 Z x Q ALR”) 
的 映射 可 测 . 
定理 5.4.5 (乘法 遍历 定理 ) 设 |A"| 是 可 测 上 闭 链 , 且 log' l A'CO I 
€L'(0),9U 
(1) lim CAZ A2)?" = A, 几乎 处 处 存在 . 
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(2) 记 A, 互 不 相同 的 特征 值 及 其 相应 的 特征 子 空间 分 别 为 expx1。 Xn 
X exp yc), fl E. UC, Eco: 其 中 y ER H Xlo 一 59， 则 


lim Llog | Aĉu ll = y VO u € Ew. 

证 明 首先 ,核验 引 理 5.4.1 的 第 一 个 条 件 . 在 (5.4.7) 式 中 , 记 A, = 
A!l(T"-1w%), 以 1A,! 作 为 该 引 理 中 的 1A, | a CZ, CLR”). AF T PB H. 
log* || AC) I ELICA), 3E log! | A' CT) ll XF—9]) i€ Z, 几乎 处 处 一 致 
有 界 , 故 

lim sup Llog lA, | < limsup 二 log， l A'CT"!5)] 20 a.e. 
即 满足 第 一 个 条 件 . 注 意 到 (5.4.7), 下 面 只 需 对 AL 核验 第 二 个 条 件 . 

考虑 Q 上 的 函数 列 jlog | CA" C^ lin € Zi 1. 由 于 ,4 w) 
A (T'o) A" (o), EX 

CA"*5(9))^ = CA*CDPS)^ e (AT(9)), q = V2, m. 
故 由 定义 $.4.1 可 证 该 函数 列 是 次 可 加 的 .又 设 m T SEHR A À S SA, AE 
(AL (9) A! Co ) ) "RS GE (E, TRU 


lA' Gl = A, MFG I = IH a. 
于 是 ,可 由 log* | ATCO | € L' CO HS 


log’ | AIC | € LICA), q = L2, m 
对 该 函数 列 应 用 推论 5.4.3, 可 证 极限 


lim Hog || (AC ll, q = 1.2," m 
几乎 处 处 存在 . 从 而 , 由 引 理 5.4.1 知 定理 的 结论 成 立 ， D 
定义 5.4.4 设 |A"(w)| 是 Q 上 关于 保 测 变换 T 的 上 闭 链 , u ER”, E 


极限 
y« (e,u) = lim Hog | A" (o) | 


存在 , 则 称 y, (eo, u ) 为 点 w 处 向 量 zx 关于 (T,A) 的 Lyapunov 指数 ; 若 对 一 
U] “和 ER, 该 指数 都 存在 , 则 称 w 为 正则 点 . 
命题 5.4.1 ELA" (9) UE Q 上 关于 保 测 变换 了 的 上 闭 链 , 则 
(1x «Co, cu) 2 y .(o,u), Y c#0. 
(2)y+ (w, ciui t czuz) &maxl y+ (o, ui), y (w, u3)l. 
(3(T,A) S £# m 个 不 同 的 Lyapunov 指数 . 
证 明 ”只 证 (3). 若 其 不 然 , 设 有 m + 1 个 Lyapunov 指数 满足 
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f y« (w, ui) < yi (o, u3) < c < y, (o usa), 
其 中 ww ER”,j =1,…, m +1. 由 其 线性 相关 ,应 存在 一 个 j, 使 
Uj+ = Cru + Coup + + cuj. 
利用 结论 (2) 可 证 x (o, uj) ya (oo), 与 前 设 矛 盾 , 故 结论 成 立 ， 
有 关 Lyapunov 指数 的 应 用 ， 可 参考 相关 文献 . 


第 六 章 微分 拓扑 


微分 拓扑 属于 大 范围 分 析 的 范畴 ,是 20 世纪 最 富有 成 就 和 影响 的 数学 分 
支 之 一 .在 本 书 中 , 是 第 八 章 及 以 后 内 容 的 基本 工具 .关于 这 方面 的 主要 参考 
书 有 文献 [801, [81], [82]. 


$6.1 微分 流 形 


流 形 是 一 种 特殊 的 拓扑 空间 , 是 对 欧 氏 空间 中 一 些 曲面 的 “局 部 欧 氏 ”这 
一 本 质 属性 的 抽象 . 所谓“ 局 部 欧 氏 ”, 就 是 将 流 形 上 每 一 点 的 附近 与 欧 氏 空间 
(或 欧 氏 空间 中 的 开 集 ) 同 胚 .拓扑 流 形 的 概念 , 最早 是 Riemann 在 1854 年 的 
就 职 演讲 中 提出 来 的 ;而 微分 流 形 的 概念 ,最早 是 H. Weyl 在 1912 年 提出 的 . 
但 完善 这 一 概念 的 是 1936 年 H. Whitney 的 工作 !831. 

定义 6.1.1 设 M 是 满足 第 二 可 数 公理 的 Hausdorff 拓扑 空间 , DP 是 一 
HRR, 35 LU, loc PIE M 的 一 个 开 覆 盖 , 是 对 每 一 U,, 存在 同 胚 映射 pa: 
U,— U,, U, 为 线性 赋 范 空间 E 的 开 子 集 , 则 称 M 为 一 拓扑 流 形 , CU, pa) 
称 为 M 的 一 个 图 ,所 有 图 的 集合 称 为 M 的 一 个 图 集 , 或 流 形 构造 , 记 为 %; 
特别 , Æ E =R”, ER M 为 m 维 拓扑 流 形 ,这 时 ,图 ( U。, wu) 又 称 为 局 部 坐标 
系 , D 又 称 为 M 的 坐标 复 盖 . 

É M 是 m 维 拓扑 流 形 , (U,, 9,) € 99, p € U, WI 

e, (p) = (pi) s 97 (9) € R”, 

称 为 点 p 在 局 部 坐标 系 (U,, y。) 中 的 局 部 坐标 . 

X E (Us, pp) € D, 4 U, N Ug ze DRT, BERN. 

Pa ° 9g : Pol Ua N Ug) > pal U, N Ug) 
和 
Pp ° Pa": Pal Ua N Ug) > gg(U, N Ug) 

HEHEA ERA, 称 为 这 两 个 局 部 坐标 系 之 间 的 传递 函数 . 

根据 区 域 不 变性 定理 , 当 "和 时 , R“ 中 的 开 集 不 可 能 同 胚 于 R” 中 的 
开 集 [841. 于 是 拓扑 流 形 的 维 数 是 一 个 确定 的 数值 . 

E M 是 紧 致 的 拓扑 流 形 , 则 必 存 在 一 个 由 有 限 成 员 构成 的 坐标 著 盖 OC 
%, 县 9 中 的 成 员 个 数 必定 大 于 1, 因为 一 个 紧 拓 扑 空间 不 可 能 与 一 个 非 紧 的 
欧 氏 空间 中 的 开 集 同 胚 . 从 而 , 一 个 紧 拓 扑 流 形 不 可 能 有 一 个 整体 坐标 系 . 
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定义 6.1.2 设 M 是 m 维 拓扑 流 形 

(1) CU,, Pa), (Us, pa) € .车 Us 门 Ug= @ , s& 4 U, N U, @ BF, 
ge 985 gg pa € Cr<coo), 则 称 (Us,g。) 与 (Us, pa) 是 CAR. 

(2) 设 9C%, 若 9% 中 任何 两 个 图 是 C 相 容 的 , 则 称 9 是 C" 相 容 的 . 

(3) 若 9C%,9= 1(U,,9,)|a€ET1,TT 是 一 指标 集 . 且 满 足 : 

1' 9 是 M 的 坐标 覆盖 ， B) UU, - M. 

2 9 是 C' 相 容 的 . 

3' 多 是 极 大 的 , 即 (U,, pa) € % 与 9 是 C" 相 容 时 , 有 (LU pa) € 9. 
则 称 9 是 M 上 的 一 个 C" 微分 构造 (或 饱和 图 集 ), 称 (M,2) 为 一 个 m 维 的 
Cr 微分 流 形 , 特别 对 C” 称 其 为 光滑 流 形 , 对 C"” 称 其 为 解析 流 形 . 

并 不 是 任何 一 个 拓扑 流 形 均 存 在 微分 构造 , M. A. Kervaire/?? fk 1960 年 
构造 了 一 个 十 维 的 拓扑 流 形 ,证 明 在 该 流 形 上 不 存在 微分 构造 . 另外, 在 同一 
个 流 形 上 也 可 能 存在 两 个 不 同 的 微分 构造 使 其 微分 流 形 不 是 微分 同 胚 的 , 例 
如 ,J. Milnor9) f£ 1956 年 给 出 一 个 七 维 球面 的 例子 .但 是 ,有 如 下 定理 . 

定理 6.1.1 有 如 下 结论 成 立 : 

(1) 设 图 集 A = 1(U,, p) ERE M 的 Cr 图 集 , 则 它 唯一 地 确定 了 流 形 
M 的 Cr 微分 构造 : 

B = (U, p) Y(U, pa) € A. pap 5 ep, ÆC 的 |. 

(2) 设 A1=1(U,, 9,)1, A2= ICVg, p) ARE M AC RR, B. A, 与 
A; 的 元 素 彼此 CHE, 则 由 A1, A, 确定 的 可 微 结构 是 相同 的 . 

证 明 证 明 留 作 练习 . D) 

EN 6.1.3 B(M, DE m 维 微分 流 形 , f: M 一 R 是 M 上 的 实 函 数 ， 

(1) 设 PE M, 若 存在 (U,p)E9,bpEU 使 得 

f*9:9(U)—R€C', 
则 称 f 在 点 p dct 函数 ， 

QUE f fE M 上 每 一 点 都 是 Cr 函数 的 , 则 称 f 是 M 上 的 Cr 函数 , 其 全 
体 记 为 CM). 

定义 6.1.4. 设 (M,9),(N,2) 分 别 是 m HERI n 维 微分 流 形 , f: M 
N 是 映射 

(Dii p€ M, 若 对 于 f(p)EN 的 每 一 个 局 部 坐标 系 (Vp, ga) € 9,, 存在 
点 p 的 某 个 局 部 坐标 系 ( U,, pa) € 9, 使 得 f( U,)C Vg, H 

pa f ° Pa": Pal Us) > gal Va) € C, 
则 称 在 点 p EC 可 微 的 . 
(2) 若 f #E M 的 每 一 点 上 都 是 C” 可 微 的 , 则 称 f 为 C" 映射 ,从 M SIN 
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的 C' 映射 的 全 体 记 为 C"(M, ND, 特别 , C” 映 射 称 为 光滑 映射 . 
定义 6.1.5 设 M,N 38 C UE, £F: MN [IRSE f, f € Cr e 
SACRADA. Æ M,N 间 存 在 C” 微分 同 胚 , 则 称 M REN. 是 微分 同 胚 的 . 
定义 6.1.6 itp, (p)= (@l(p), =, 2”(p)),q = f(p), al(g)= 
(9 (0, (a0), id x; 9 (p), y= (Iq) iol m, j=l, eno FK 


321 .. 9» 
arxi à r,, 
d 
ET Ld: : Y 
Us 
[A71 `... Dyn 
Ixi IEn 9D 


为 Cr 映射 f 在 点 p 关于 局 部 坐标 和 x;|, ly lB) Jacobi 矩阵 , 其 秩 

rank D(gg ° f ° pa gu) 
为 了 在 点 户 的 秩 , IEX (rank f),=rankD( a° f° 9. e (y; IR Crank f, 与 
坐标 图 的 选取 无 关 , H 

(rank f), S min(m, n). 

从 R” 到 R“ 的 一 个 线性 映射 在 取 定 的 基 下 可 以 表示 成 一 个 矩阵 4 .这 个 
矩阵 中 , 不 为 零 的 子 行列 式 的 阶 数 最 大 者 称 为 线性 算 子 A 的 秩 数 .下 面 将 欧 
氏 空 间 中 的 秩 数 定理 用 局 部 坐标 系 语言 直接 改写 到 微分 形 上 . 

定理 6.1.2 dE f JE m 维 微分 流 形 M 到 ” 维 微分 流 形 N 的 光滑 映射 ， 
车 在 点 pCM 的 某 邻 域内 rankf = d, MEES p 和 g = f(p) 的 局 部 坐标 系 
(U, gp) 和 (Vy), 使 得 /的 局 部 表示 了 = 0° fep :将 R” 中 零 的 邻 域 映射 为 
R" 中 零 的 适当 邻 域 , 且 使 7 在 所 取 局 部 坐标 系 下 成 为 A ul(p),c u^ (p) 
= (ul(p), y u^ ( p),0, 3,0), 其 中 e= (u!, u^, um). 

定义 6.1.7 UEM FIN 分别 是 m HERI 维 微分 流 形 , f: M— N 是 C* 
映射 ,点 PE MT 

(rank f), = m(m < n), 
则 称 了 在 点 p 为 局 部 C* iR À (immersion) ; # # f 4E M 中 每 点 均 为 局 部 C* E 
入 , 则 称 FOSC! RAE 

(rank f), = n(m Z n) 
则 称 f 在 点 p 为 局 部 C* 浸没 (submersion), 更 若 f EM 中 每 点 均 为 局 部 C* 
浸没 , 则 称 / 为 C* 浸没 ; 若 C* IL f: M— (OM AAA CRT BIS) REB f og C* 
BECA GEWN BE A). 

例 6.1.1 投影 x;Mix M; MA m: (pu p2) > bz, SÁ P2 的 原 像 集 
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合 M x |p. AET M i, PK z 为 投影 浸没 . 

例 6.1.2 /f:R—R2IAa f(r)- (sinz,sin2x)JÉ C? A, (rankf), = 1, 
VxER. 但 f(R) 不 是 R* 的 子 流 形 . 

定理 6.1.3 j M 紧 致 ,/:M->N 为 Ct ARRA, W FACKA. 

证 明 f:M->f(M) 为 双 射 , 故 E FM) 上 存在 .只 须 证 ' 连 续 , 即 
要 证 了 将 M 中 的 开 集 映 为 (MM ) 中 的 开 集 ( 开 映 射 ). 而 了 是 双 射 , 故 等 价 于 f 
是 闭 映射 . 设 C 是 M 中 的 闭 集 .而 M 紧 致 , 故 C 是 M 中 的 紧 集 .因而 f( C) 
为 紧 , 而 f(M) 为 Hausdoff 空间 , 故 (COA. Ü 

设 (N,9) 与 (M,9) 分 别 是 n 和 m 维 的 微分 流 形 , 有 旦 有 "= 及 ”XR” ". 

EN 6.1.8 设 MSN, 称 (M,9) 为 (N,3) 的 m 维 C” 正 则 子 流 形 ,大 
(M,9) 满 足 如 下 条 件 ， 

1° M 是 N 的 拓扑 子 空间 . 

2 对 每 一 点 PE M ,存在 含 p 点 的 图 (U, 9)€ 9, p: UR" 使 

pg(UNM)= e(U) N(R” x 101) C R” x 0l, 
H(GOURM, glunm) E2- 

EX 6.1.9 F:M—NE€C?, 

1° FUM)É N BJ m 维 C” 正 则 子 流 形 . 

2? F: M— FM) CY E. 

则 称 (M;F) 为 N 的 m E CIE BE ACT OE. 

定理 6.1.4 i$ MCN, M ÆN 的 C” 正 则 子 流 形 , 当 且 仅 当 包含 映 
$f i: M—N ÆC ENIRA. 

证 明 (>) W; 是 包含 映射 , 则 :M>i (MENRE. ER p€ M, ff 
在 (U, g)E9,, 使 (UNM, g lunm) € 2p. BUG EIE i: M—>N € C° H rankis 
= m, 于 是 包含 映射 i: MN XC IEBIBEA. 

(€) 设 包 含 映射 i: M— N EC EMRA. WE M ÆC EMTA 


X. 

首先 , i 是 包含 映射 , 则 i: M 一 i(M) 是 同上 是, 故 M 是 的 拓扑 子 空间 . 

其 次 ,对 任何 p€ M, H rank i;7 m 及 秩 数 定理 , 存在 图 ( U, e) € 9, 与 
(V,4)€9, Bi(U)CV,R 

is(ulC p), u” (p) H (iC), u” (05,0, 7,0). 
由 于 M 是 NN 的 拓扑 子 空间 ,对 M 中 的 开 集 U ,存在 N 中 的 开 集 V ,使 U = 
V NAM, il v = VNV, 则 (Vo olv EZ, Holvnw 7 C. Us Vofl 
MCU, 则 
(Vo M,ylv nu) = (Uo, p) € 9, 
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与 
(Vo N M) = 9(V4) N R” 
成 立 , 其 中 将 R” 等 同 于 R” x |0], 8E M 是 N 的 C~ 正 则 子 流 形 . 0 

EH 6.1.5 PF: M——NCC^,WIOM;F)IE N B3 C^ IE ik TRAJE 
MBBUS F: M—N 是 正则 嵌入 映射 . 

证 明 (>) ICM FE N 的 C“ 正 则 嵌入 子 流 形 ,于 是 ,由 定义 6.1.9 
Al F( M)ËE N 的 C" 正 则 子 流 形 , 且 下 :M-~>EF(CM) 是 微分 同 胚 .前 者 等 价 于 
包含 映射 ;: FCM) TN 是 正则 嵌入 ,后 者 等 价 于 FI M FCMO E IE Bll li A 
且 满 射 . 故 i FL MN 是 正则 嵌入 , 即 下 :M->N BE DU K X. 

(€) W F:M--N REM BR A, BIS A HAM. 

H^5,F:M—F(M)CN Ala] BEER S, HJ IE M 上 的 微分 构造 自然 转移 
8l F( M).E, fili F(M) 成 为 与 M 在 映射 下 下 微分 同 胚 的 微分 流 形 . 记 这 个 微 
SERNA G: F(M) M. 

其 次 ,i = F°oG:F(M)>N.F RIED BE A, G AE ox Ar [n] H: OX F AE 
则 嵌入 且 满 射 ), 故 ; EIE RURAL, 由 定理 6.1.4 HEI FCMOJÉ N 的 正则 子 流 
形 . 由 定义 6.1.9 知 (MI;F) 是 N IL CT IERUBE A FUE. 0 

下 面 适 当 放 宽 正 则 性 的 要 求 . 

定义 6.1.10 称 (M,F) 为 N BJ CH HEAT UE, EF: MN A C EK 
入 .特别 , 当 MCN, 若 包含 映射 i: MN R CH A, WME M 为 N 的 C” 子 
流 形 . 

正则 人 嵌入 子 流 形 是 嵌入 子 流 形 的 特例 . 当 M 是 NN 的 子 集合 时 ,M ÆN 
的 正则 子 流 形 要 求 M 上 的 拓扑 一 定 是 N 上 的 诱导 拓扑 , 而 M 是 NN 的 子 流 
形 则 不 必 如 此 . 当 M 是 紧 流 形 时 ,这 两 个 概念 并 无 差别 . 

定理 6.1.6 Ü M FIN 是 两 个 微分 流 形 , 若 M 是 紧 的 , 则 F:M 一 N 是 
C” 杠 入 的 充分 必要 条 件 是 下 ; M 一 N ÆC EMKA. 

证 明 只 证 必要 性 . 设 F:M>N JÉCT BEA DU FCM) 作为 N 的 拓扑 子 
空间 是 Hausdorff 空间 , 由 [87]:“ 由 紧 拓 扑 空间 到 Hausdorff 空间 的 连续 满 单 
射 必 是 同 胚 ." 知 PRIM FOM RIS, S CT IED A. U 

定理 6.1.7 (Whitney KA EH) 任何 -- 个 m 维 微分 流 形 总 可 正则 嵌 
入 到 欧 氏 空间 R?" * :中 ,并 成 为 R^" RATE. 
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设 M 或 (M, 9) 是 m 维 微分 流 形 , p€ M,N 是 n 维 微 分 流 形 . 
定义 6.2.1 记 C”(p)=1fEC”;Uj 一 RU 是 点 p 的 开 邻 域 |， 
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(1) 设 f,g€C”(p), 按 通常 方法 引入 加 法 、 数 乘 和 乘法 运算 ,其 加 法 、 乘 
法 的 定义 域 规定 为 Uj 人 U,. 

(2) 在 C”(p) 中 引入 等 价 关系 “~" 如 下 , f 一 g 仿 存在 点 p 的 邻 域 U, 使 
Flv=gluo 记 该 等 价 关系 导入 的 商 空间 为 C7 (p) ~, EIE AR RAH 
C”(p) 中 的 相应 运算 自然 诱导 而 出 ; 即 

[fl+[g]=[g+f], Vifl,lg] € C?) ~, 
c[fl = [cf], Vlfl€ C*(p)/~,c € R, 
[f]: [g] = [fg], Y[f]l [g] E C”) ~. 
由 上 述 定 义 , 易 知 C^ (pM C”“/ 一 按 吉 法 与 数 乘 构成 实 线性 空间 , HERA 
算 使 其 成 为 环 . 

定义 6.2.2 ERK Xi :C” (pb) 一 R 具有 性 质 : 

(1X,(f+g)=X,(f) * X,(g), Vf, g€ C^ p). 

(2)X,(cf)=cXs(f), VEC (D), c€ R. 

(3)X,(f:g)=g(p)X,(f)+ f(p)X,(g), Vf g€ CC). 

则 称 X, 为 M 在 点 p 的 一 个 切 问 量 . 

命题 6.2.1 X, 为 M 在 点 户 的 一 个 切 向 量 , 当 且 仅 当 X,:C7(9)/—— 
R 满足 

(1)X,([f]+[zg])= XGf£D + X Gg D, 

Q)X,CGLFD = ex, (G £D, 

(3)x,([f][g])=[g],X,(Lf1) +[f1],X,(1g1), 
JerH[f], [g]€ C?^(5p)/—.,c€ R .条 件 (3) 称 为 Lebnitz 法 则 . t 

定义 6.2.3 ii T,(M) - 1X, IX, Ë: M 在 点 p 的 切 向 量 |, 对 于 Xp Y, 
ET(M),cER, 在 TOM) 上 定义 加 法 和 数 乘 为 

(Xpt Y) XA * Y,(O.. V f€C%(p), 
(cX (F) =X) V f€ CP CD), 
使 T,(M) 成 为 实 线性 空间 , RA M 在 点 p 的 切 空间 . 
定理 6.2.1 若 fEC”(p) 是 常 值 函 数 , 则 
Xs(f) =0, VX, € T,CM) 
WEB] 取 函 数 PE C”(P) 满 足 条 件 f1:U,->1E R, 其 中 U, 是 p 的 一 个 
邻 域 .由 Lebnitz 法 则 , 有 
X FD) = Xit fu) = fi(p)X,( fi) + FAGOX,CR = 2X,(f i), 
故 Xi(P)=0. 当 ec”(p) 且 恒 取 常数 时 , 可 表 f= cfi. 于 是 ,对 于 任意 的 
X,€ T,(M),# 
X,(f) = X,Gf)) = eX,(fi) = 0 
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成 立 . 口 
EH 6.2.2 设 aER”, 则 dimT,(R”)=m. 


, en 9 nor ulpa 
证 明 EX m 个 函数 了 J:C (a) 一 R 为 


5 = AG), Jj = 1.2, , m, V f € C"(a). 


Ə N 9 9 
可 核验 ,jE T, (R^), BRE | 35, 57 E T, ROA. 
É ri:R” >R, i=1,2, 0, m, © R” E8358 i 个 坐标 函数 , 即 zx'(z1,…， 
tis bn) m tu to (su tm) ER”. 显然 zi'€C^(a)H 
1, i=j, 
0, i#j. 
由 此 可 证 | 了 1，… 寺 二 | 是 了 CR”) 中 的 一 个 线性 无 关 组 .下 证 , To(R”) 中 任 
一 元 均 可 由 其 线性 表 出 . 
任 取 切 向 量 X, € T(R”), id c; X (zw),j=1,…,m. 由 于 ,对 任意 的 了/ 
€ C"(a), f £&a-(a,,:,a, MERA 


f(x) = f(a) + Dala) - aij), 


2 4 dy = 
DaD = a, | 


其 中 gila) = [ Gat atr sa .二 是 ,由 X 的 定义 ,有 
X,CO 7 X,(f(a)) + S,X.Gi : (z! — ai)) 
i=l 
=0+ Da, — ai) Xa(gi) + g,(a )X,(z:) 


- Xi 


i qz; 


_ P3 Z] vre cto» 


故 X。 = » 24 . D 
定理 6.2.3 dimT,(M)= m. 
证 明 设 (U,p)EgpEU 且 | 证 =1 maj| 是 Trton(p(U)) 的 基 ， 
E X3-2-.C*(p)—RO 
Iu 


2 ar -1 oo TN ... 
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88 e T, M), B [S sL m T, (MRA Hier. D 
由 该 定理 立即 可 得 如 下 命题 . 
命题 6.2.2 T,( M) R” 同 构 . 


注 6.2.1 Br TROPA Ar AAT ROPAR 


Æ. T,(R")5 R” 在 二 者 的 自然 基 下 的 同 构 称 为 自然 同 构 .但 Te(M) 中 没有 
自然 基 , 因而 不 存在 T,(M) 到 R” 的 自然 同 构 . T,(M) 中 的 基 与 图 (U, p)E 
9 的 选择 有 关 , 称 为 在 (U, p) FA. 

iE2 M fE p 点 的 切 向 量 和 切 空间 是 局 部 概念 ,对 于 M 中 的 开 集 UU 与 
点 pEU 有 T,(U)= T,CM). 

定义 6.2.4 TT,(M) 上 全 体 线性 泛 函 构成 的 线性 空间 , 称 为 M 在 p 点 
的 余 切 空间 , 记 作 Tz (M). 称 T; (M) 中 的 元 素 为 M 在 点 p 的 余 切 向 量 . 

命题 6.2.3 dimTy (M)= dimT,(M). 

定义 6.2.5 Ü p€ M ,OCIBERÉÀI F: M >N. 

(OPRIRI F, p: T,(M)— Tro (N) F 在 点 p 的 导 算 子 , 若 对 任 一 X, 
€ T,(M),ÍË F. ,(X,)€ Te NEFA 

(F. p(X) = X(f F), Vf € C'CFCO), 

所 确定 ,也 记 F.A dF,. 

(2) 称 下 ,的 对 偶 算 子 F Tho (N) STi MH FER p 的 余 导 算 
子 ,车 对 任 一 w€ TRGUMD) E Fi Co ET (M) EFR 

(F;o)(X,) = o(F.,X,), VX, € T,CM) 


所 确定 . 
易 见 , F , ,与 FE; 是 线性 算 子 .在 不 引起 混淆 时 ,下 标 p 可 省 略 . 
定理 6.2.4 设 ,F:MN 与 G:N->P 是 光滑 映射 ,p€ M, Jl 
(G ° F), = G. ° F., (G° F)” = F* ° G*, 
成 立 .于 是 ,当下 : M— N 是 微分 同 是 时 , F. ,与 F; 都 是 线性 同 构 , H 
(F,,)! = (F Dg», (F3)? = (F ')FO): 
证 明 由 定义 立即 可 得 . ü 
定理 6.2.5 i(U,9)€ 2, pE UCM, MÑ +: 与 ui 分别 是 R” 与 (U,p) 


中 第 i 个 坐标 函数 ,i = 1,…, m, 且 x E 为 T,(M) 在 (U,g) 下 的 


基 , 则 
(idueT CM)lj 21,2, mI T; (MO PEE HAE, HX i, j5 
1,2,…,m 有 
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du’ 


=] 3 9 PI Qvi 
ij» 9x P du 7g dx. 


PP = du! 


Qi X,€ T,(M),e,€ T; (M), X} i= 1,2, m, # 


- 5x, (u) ne (6.2.1) 
Y ay 
wp = 之 own 2 ui du'. (6.2.2) 


证 明 证 结论 (1) stepl iiri, e, zm] JE R” 中 的 坐标 函数 , 于 是 


ossis e Tu CoCU) PU BPO, ESTE La ns da” UE Tas 
中 的 基 , 并 有 
ap] EE G) = òy. 


* = _ d 
step 2 H 6.2.45 9.!, 59; 线性 同 构 ， 于 是 1 pws i 


eil -i 5log dr’, =, er dz" 12 IE T,CMO S T; (M) 中 的 基 , 并 且 


* j -1 2 — | — 
(ez da) | e, Fi = dz nj. (6.2.3) 
9 wet 
step3 由 了 ;的 定义 ,有 
u 
9 a2 
"PN EE (6.2.4) 


setp4 ”对 任意 的 X,€ T,( M), A 
Cpi dz )(X,) = dr lex, ,X,) 
= (Pr, X) G3) = X,(x' ° p) = XQ) = du'(X,), 
故 
du! = o; dz, (6.2.5) 
将 (6.2.4), (6.2.5) A (6.2.3) 5A, 8 


: | 
J| — |] = ë. 
244 = 9i 


du 


从 而 结论 (1) 得 证 . 
结论 (2) ”只 证 (6.2.1) 式 ,类 似 可 证 (6.2.2) 式 .事实 上 , 设 


” 
Xo = 245 Ju 
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< nS 
X,(u!) = du'(X,) = 27 du: jy 


代入 上 式 有 (6.2.1) 式 成 立 , 故 结论 (2) 成 立 .证 毕 . n 
定理 6.2.6 设 F:M 一 N 是 光滑 映射 , p€ M,q = F(p), S (U, g) B 


(VY) 分别 是 点 p 58 q 处 的 局 部 坐标 系 ，|> 50) 8 25] 
分 别 是 T,(M) 在 (U,g) 下 与 T,(N) 在 (V,y) 下 的 基 , 则 导 算 子 
F,. Tp(M) 一 T(N) 在 上 述 基 下 对 应 的 变换 矩阵 正 是 y= F° g 在 点 


o(p) Jacobi ERF. BI, #4 


= C; 


3 "3 . 
F. 5] = P» 3^ J = 12,7, 7m, (6.2.6) 
则 
3 o m iy 
cy = OE e Fete) 


证 明 Girl, x7 HEEL Ses y" 14 RIO R” 5 R” 中 的 坐标 函数 , 那 
么 由 定理 6.2.5, 有 
9 _ 9 9 _ 9 
Jui TO ay gx ay" 


于 是 由 (6.2.6), 得 


cy = |F. 25] 0 = Qs F) = (o7 zo o p» F) 


o o -lyi 
oyeyeFepg!)= 204 Le Y (o(p)) 


$6.3. 向 量 场 与 流 


设 (M,9) 是 m 维 微分 流 形 , 2 为 M 的 开 子 集 . 
定义 6.3.1 (1) 分 别称 
T(M) = YTM) 
与 
T*(M) = UT; (M) 
为 M 上 的 切 从 和 余 切 从 . 
(2) 称 上 映射 X:0->T(M) 为 2 上 的 一 个 切 向 量 场 ,车 满足 条 件 
X(p) = X, € T,(M), Vp QO, 
即 指定 点 的 一 个 切 向 量 与 其 对 应 , 简称 向 量 场 . 
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(3) 称 映射 a Q— T" CM) S Q 上 的 一 个 余 切 向 量 场 , 若 满 足 条 件 
wlp) = w ETI(M), Vp€ qn. 
简称 余 向 量 场 . 

定义 6.3.2 (1) 8k OQ ER Ul e] Bt Eo X JE C" 向量 场 , 若 对 任何 f € 
C*^(0),HB f XCcf)ec (o), Wi X( /): O> Rf 8 p € QI füxe XS 
X, C£). Q EC" I] it 95 J & P Br k R, WANN), FEX SA > = oo BE, 记 为 
r(A). 

(2) 称 上 的 余 向 量 场 o 为 C" 余 向 量 场 , 若 对 任何 XE C (CO), EJ 8 
e(X)€ C'(Q), KP o(X): QR 在 点 p€ Q 的 值 定义 为 wo,(X,) .2 上 Cr 
余 向 量 场 的 全 体 所 成 之 集 , 记 为 加 "(0), 特 别 当 r=% 时 , 记 为 W (O). 

命题 6.3.1 设 xi(i=1,2,…,m) 是 R” 上 的 坐标 函数 , 则 

(05555 def, i 12,…，m， 分 别 是 R” 上 的 光滑 向 量 场 与 光滑 余 向 量 
场 . 

DHF M 的 任 一 局 部 坐标 系 (U, pAs pg! 与 dui = g dx, 

i 二 1,2,…, m, 分 别 是 U 上 的 光滑 向 量 场 与 光滑 余 向 量 场 . 
命题 6.3.2 (2) 按 如 下 定义 的 运算 构成 环 C”(Q ) 上 的 线性 空间 . 对 
于 X,YEX(QN),fEC”(Q) 定 义 
X«Ycv(Q) 3(X+Y), = X +Y, Vpca, 
(fX), = f(p)X,, Vp € Q. 
类 似 地 ,# (0) 也 是 环 C^ (0 ) 上 的 线性 空间 . 

定理 6.3.1 设 M X C WUÉ(E 1), WIA TUM) C" HUE. 

定义 6.3.3 设 XE9(M), 称 M 上 的 光滑 曲线 sc:(a,b) 一 M 为 X 的 
一 条 光滑 积分 曲线 , 若 满足 条 件 
d 
dt 
当 0E(a,5) 时 ,c(0)= 户 称 为 积分 曲线 的 初 值 ,其 中 , (a, bD)CR. 

定理 6.3.2 设 XEM), 则 对 于 任 一 给 定 的 点 p € M, 存在 向 量 场 X 
的 以 为 初 值 的 光滑 积分 曲线 . 

证 明 任 取 pEM,(U,g)E9,pEU. 若 1x!,…, x" DE Rw 中 的 坐标 
函数 集 , 由 定理 6.2.5 知 


| = Xan Vr € (a,b), 


Ox 


9 ||, 2 _ -1 .9. 
3 li= 1,2, mo POR 


是 T,(M) 的 基 , 于 是 X 在 点 p 的 局 部 坐标 系 (U, 9g) 下 有 局 部 表示 
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1,9 
X = 2. Qu" 
HP a € C%°(U).% Fiol U)>R” X 


F(x) = (a'(p), a° (p), =, a”(p)), Vz = e(p) € e(U). 
显然 FE C”, 且 初 值 问题 


Pu = F(z()), 


r(0) = gCp), 
存在 光滑 解 r;( 一 e,e)- 一 R”. 今 
o= g@ lri(-e,e)>UCM™, 
W o 即 是 X 的 以 p 为 初 值 的 光滑 积分 曲线 . D 
定义 6.3.4 设 G 是 M xR 中 包含 M x101 的 开 集 , 且 对 每 个 p€E M, M 
x RR 中 的 子 集 GAPI REER. FARRA p. G M 具有 如 下 性 质 
1° @(p,0)= >p, Vp€ M. 
2" 6(p,t*ts)- (Ó(p,s),1). 
当 1,s 和 pp 使 上 式 两 边 都 有 意义 时 , 则 称 6 为 M E89 — 4 C^ Py ta. 
定义 6.3.5 ito,€ C^,o,(0) 7 p, Hl o, JE M 中 过 点 p 的 光滑 曲线 , 称 


切 向 量 mw |] ET,(M) 为 :点 处 的 速度 向 量 ,由 对 应 


bp € M P X, = PHN 


确定 的 M 上 的 向 量 场 X, 若 XEC”, 则 称 X 为 局 部 流 的 速度 向 量 场 . 

定理 6.3.3 M 上 的 每 个 C” 局 部 流 @ 可 诱导 出 M 上 9 的 速度 向 量 
场 ;反之 , M 上 的 每 一 个 C~ 向 量 场 X 可 生成 M 上 的 一 个 C” 局 部 流 o, 8 
o 以 X 为 其 速度 向 其 场 ,月 在 所 有 以 X 为 其 速度 向量 场 的 M 上 的 C” 局 部 流 
H, @ 是 极 大 的 . 

证 明 设 @:G->M 是 M 上 的 一 个 C” 局 部 流 .对 每 点 p€ M, 记 

ap = inflz € Rl(p,:) € G], b, = supl? € Ri(p,1)€ G}, 
显然 0E (a,, b, ) CR, XE X op: laps bp) >M 为 

o (t) = @(p,t), Vt € (ay, bp), 

则 o, € C" B o6(0)=p, 由 对 应 


P€ M— X, = a | 2 € TOO, 


m 
可 定义 M 上 的 向 量 场 X, 且 可 证 X€ C” .下 证 后 - 结论 . 
对 于 给 定 的 XENM), p€ M, 设 了 是 一 指标 集 , 考 虑 光滑 曲线 
sa: (aas b) > M, Vaecer, 


$6.4 Riemann 流 形 3435 ° 


其 中 o, I oo, 限制 在 (as ,be DN Caa, ba ) 上 是 相同 的 . 记 
(t5, 04) = U (asi). 
则 可 得 光滑 积分 曲线 o:(1,, 1,07 M, fc (0) = p, EH 
- ° <, 0x0, 
称 为 X 的 以 p 为 初 值 的 极 大 积分 曲线 . 记 
G= |(p,i EMxRIpE M.t € Cry. t5), 
据 常 微分 方程 初 值 问题 解 对 初 值 的 光滑 依赖 性 , 易 核 验 G BE M x RM 
x IO RFE. E @6:G 一 M 为 
(p.t) = o, Vp, D € G. 

则 可 证 @ 即 为 所 求 . n 

ENM 6.3.6 ”定义 域 G=MxR 的 C” 局 部 流 @ 称 为 M 上 的 -个 C” 整 
体 流 , 简称 为 C” 流 . 

定理 6.3.4. E M 是 紧 微分 流 形 , 则 M 上 的 每 个 C" I X 生成 的 
极 大 局 部 流 @ 是 M 上 的 整体 流 . 


$6.4 Riemann 流 形 


设 M 是 光滑 流 形 , Q EM 中 的 开 集 , Q EC IS fito a e Ik Z SEULS 
T'CO) FUB, 20M ) 表 示 M 上 的 全 体 光 滑 向 是 场所 成 之 集 . 
定义 6.4.1 sl 称 光 滑 流 形 M 为 Riemann 流 形 , 若 在 T(M) 上 给 定 
了 一 个 Riemann 度量 (人 2: TUM) * T(M) 一 R, 对 任 一 p€ M, 满 足 : 
(1)(5 p = Cg E, YE, rvET,(M). 
(2) Cci 1 + eo mp meus mp te, p. Veo o€R 6565 9€ 
T,CM). 
(3)(£,020H(£,0-0-£-0, V£€ T,( M). 
XII X, YC3 M) E X (X, Y): MAR 为 
(X,Y), = (Xp Yp, Vp€ M. 
定义 6.4.2 PEI 
V: (OM) x ! M) - 2 (M) 
是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 联络 , 如果 满足 
(1) 对 所 有 的 c; o € R, X, Y, Z€ 4OMD, ff 
V(ea X+c Y,Z)= &4VOX,2) * e9V CY, Z), 
V(G,oaX*6Y) = aVG,X) + ovV(,.Y). 
(2) 对 任 一 f€ CP (M.R), X, YC XM) 
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V(X, Y) = fV (X, Y), 
V(X,fY)= X(f)Y + fV(X, Y). 
其 中 Xc %(M)E X32 
CfX), = f(p)X,, Vp€ M; 
更 若 M 是 Riemann DUE, M 上 的 联络 称 为 Riemann 联络 , "DR V iE, 
(3X(Y,Z)  (VCX, Y),2 * (Y, V(X, ZD. 
(VOX, Y) - V(Y, X) 2 [X, Y]. 
HB X,Y,Z€29 (M); MEH X f Y BJ Lie Ki[ X, Y ]g CS 
[X,Y]= X° Y - Y ° X, 
是 一 个 向 量 场 ,有 时 记 X° Y = XY. 
注 6.4.1 在 任何 一 个 Riemann 流 形 M 上 存在 唯一 的 Riemann 联络 . 
注 6.4.2 Riemann 联络 具有 局 部 性 , ED), 如 果 在 点 p€ M 的 邻 域 U 上 
有 Xi|lr=0 或 者 Ylu=0, 则 VCX,Y)=0. 
定义 6.4.3 iE yi co, c) - R— M 是 光滑 流 形 M 上 的 一 条 光滑 曲线 ， 
称 映 射 v:[ro, r]->T(M) 是 沿 曲线 y 的 光滑 向 量 场 , 若 满足 条 件 
vlt) ETM), ViE€ [ro,r]. 
记 沿 曲线 y 的 全 体 光滑 向 量 场 组 成 的 集合 为 n Cy). 
定义 6.4.4 PRS D AAN ADER y 的 协 变 微 商 , 若 对 给 定 
的 联络 可 及 Yc, c; € Ru, v C3( y), V f€ C^([ro, c], RE 
(D,Ccqu (t) * e2v(£)) 2 c4 Dau (t) + e3Dv (t). 
(D. GG)v() = Hu) + f) D). 
(3) 若 存在 含 曲线 y 的 开 集 U MU 上 的 向 量 场 X IË Y, = v GO), DU 
Dalt) = VOG), Y), 
xe co-ay| S] e Tro niil y 的 切 向 量 . 
注 6.4.3 对 给 定 的 联络 , 协 变 微 商 D, 是 唯一 存在 的 . 
定义 6.4.5 Ü oC y), FRE EO v CO lili y FTB, A 
Dv(t)=0, Yz€ [ror]; 
特别 地 , 如果 v(1) = 站 (1) 沿 曲线 y 平行 移动 , 则 称 y 是 自 平 行 曲线 . 
车 记 
7(0) = 2 IE 
则 自 平 行 曲 线 满足 测 地 线 方程 


drt < dz’ dz _ — e. 
dt? tr dd TO t-bhum (6.4.1) 
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其 中 ph kus GR, 自 平 行 曲 线 又 称 为 测 地 线 . 

注 6.4.4 测 地 线 方程 (6.4.1) 是 一 个 二 阶 线性 微分 方程 组 , 对 于 给 定 的 
初 值 , 其 解 是 唯一 存在 的 . 即 :对 任意 给 定 的 p€ M, FER 的 开 邻 域 U 和 
正 数 8, 使 得 对 任意 的 vgE UMR EIEI 的 tE€ T,(M), 存 在 唯一 的 测 地 
Z y=y(r,g, t) tE s,s), WEDER 

x(0,9,0 = g, 7(0,g,¢)= €, 
H y(,q, 5 关于 变 元 2, q, E 是 光滑 的 . 
注 6.4.5 设 测 地 线 y(r,9g,5) 如 注 6.4.4 所 述 ,对 于 goEM,5E 
T,(M),A€RHiacl«o € 
yar. q.) = yGi, q, AC), Vt € Cc sos). (6.4.2) 
事实 上 , 由 测 地 线 方程 (6.4.1) 的 “ 齐 次 ”性质 , 如果 > (1) 是 该 方程 关于 初 值 
r(0)- ro, 7(0) = Aro 
的 解 ,那么 y(1) = x (Xt) 是 方程 (6.4.1) 满 足 初 值 条 件 
y(0 = zo y(0) = àro 
的 解 .因而 (6.4.2) 成 立 . 于 是 ,过 q AW t 方向 的 测 地 线 可 以 表示 为 
Y(t,q. €) = exp, CIC). (6.4.3) 
事实 上 , 由 (6.4.2) 有 
YG.q, ) = Y(l qi t£) = exp, GE) 
成 立 . 

利用 测 地 线 y(i,g,5) 可 以 定义 所 谓 的 指数 映射 , 后 者 将 应 用 于 伪 轨 族 
跟踪 和 双 曲 不 变 集结 构 稳 定性 的 研究 ( 见 第 九 章 ). 

下 面 ,沿用 注 6.4.4 中 的 记号 . 

定义 6.4.6 X PF qE U, FRE exp: |£ € T,CMDI I EI «81M, 
expt = Y (1, q, COS BORA, 其 中 范 数 | ' | 为 度量 4('，》 诱 导出 的 范 数 ， 

定理 6.4.1 在 定义 6.4.6 中 ,指数 映射 对 q 和 < 都 是 光滑 的 , H 

(Dexps)o = id: T,(M) — T,CMD, 

(Dexp, ), = id: T,(M) > T,CMD, 
因而 对 充分 小 的 正 数 7< 5, 映射 

exp,:l£ € T,(M)| |£] < ni >M 
是 到 M 中 含 点 g 的 某 一 开 集 的 微分 同 胚 . 

证 明 ”光滑 性 由 定义 可 知 .由 expv( 此 )=y( 六 9, G), PIMI t 微分 并 在 1 
=0 处 取 值 得 

(Dexpj)ot = 7(0,q, 5) = £. 
因而 
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(Dexp,)e = id: T. (M) > T,CM). 
男 一 方面 ,由 exp, !sexp,t = £, 有 
(Dexp;! ^, ° (Dexp,)o6 £ = £, 
故 


(Dexp ), = idiT,(M) — T,CM). 
定义 6.4.7 iE 0i( cg r] "M 是 分 段 光滑 的 连续 曲线 ,定义 其 弧 长 
1(0) = | deo Eh 


其 中 , | .| 表示 由 Riemann 度量 < ,…) 导 出 的 范 数 . 
注 6.4.6 ” 测 地 线 在 局 部 范围 内 是 最 短线 , 即 ; 当 点 p 与 点 gq 充分 接近 
时 , 联结 这 两 点 的 最 短 曲 线 是 测 地 线 . 
定义 6.4.8 设 光滑 Riemann 流 形 M 是 连通 的 ,而 p,q EM, PR 
d(p,q) = infll(0)1 0 联结 p 与 g| 
为 p 与 g 两 点 间 的 距离 ,其 中 9 为 连结 p 与 g 的 分 段 光滑 曲线 . 
易 知 ,这 样 定义 的 d: M x M->R 满足 距离 二 公理 . 
定理 6.4.2 ik M 是 连通 的 光滑 Riemann 流 形 , 对 任意 p € M, FEE 
点 p 的 开 令 域 UCM 和 正 数 6, 使 得 当 g€ U, ET, (M), igl<8 nh}, 
qd(exp 必 ,9) = cl. 
从 而 Cp, q)= lexp, pl = lexp; 4l. 
证 明 由 (6.4.3) 知 
Y(t.q, £) = exp,tt 
是 联结 y(0,q,£)= 4 与 7Y(1, q, €) = exp,t 的 测 地 线 . 由 于 测 地 线 是 局 部 最 
短线 , 故 当 | £| 充分 小 时 ,exp。 充分 接近 , 故 
d(exp,£, q) = 1(7). 
又 由 于 沿 测 地 线 切 癌 量 的 长 度 保持 不 变 , 即 
[y(t, gq, t) = [y(0,4, 01 二 lgl. 
从 而 
i o, 1 
d(exp,£,q) = l(y) = [iylar = [iglar -|tl, 
即 结论 成 立 . 
定理 6.4.3 设 UCM 为 并 集 ,其 闭 包 UCM ERAR, MFE ó >0, 
对 任意 qE U, IESI 
exp: |£ € T (M) lgl < èl — B(q, ó) 
是 光滑 微分 同 是 , 其 中 B(q,ó) JP Ce M.,d(p.,q)< l. 
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证 明 由 定理 6.4.1 和 6.4.2 可 证 . 口 
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Ak po] PA QAI BEC HE PSI REBATE] E Ar sc C DPI 6] EPA E X RR 
WETH, a, |), 3X HO HL GCEA [90 107] S LR 7 X. 

EX 6.5.1 iE E, X 是 Hausdorff IREE, z; E X 是 连续 满 射 , PE 
(E, x, X, RO É-- T k EEE M, £ 

(1) 对 任意 .rEX,E,=x Or) 有 具有 A 维 实 问 和 大 空间 结构 . 

(2) 对 任意 r€ X, FE ro 在 X PFI U MAREA: !QU)—U 
x R* 满 足 条 件 . 

HL ph=x, 其 中 pi:UxR*->U 是 投影 . 

H2 ”对 任意 EU,hlx ain !(x) 一 |xl XxR* 是 线性 空间 的 同 构 . 

ix LER E ON eB, X 为 底 空 间 , x 为 向 基 从 的 投影 ,E, 为 向 其 从 在 点 
r 上 的 纤维 .有 时 ,简称 玉 或 x :FF->X 是 一 个 维 实 向量 从 . 

注 6.5.1 LEE KOJA U 为 co 点 的 一 个 局 部 平 几 化 邻 城 
FIRE hin CU) SU XR W REF LAERE. 

36.5.2 WE E X RE CC BRA UE z. E— X MEC 浸没 (submer- 
sion), 且 局 部 平凡 化 :x CU) U x RH ÆC (^r [S] WI, WERE] EEJACE, z, 
X,R4) 是 C PEA; C ° [n] Ht A V PRK AJER IS] REA. 

3E 6.5.3 ”向 二 从 的 定义 还 有 另外 两 种 形式 ( 见 文献 [90]). 

定义 6.5.2 设 械 是 一 指标 集 ,a,B,YET,X 是 C' 流 形 ( 或 拓扑 空间 )， 
IU,leeridé X 的 -一 个 开 复 盖 , 如 果 对 了 中 任何 使 得 U, N U, OR a IB, 
确定 的 Cr 映射 (连续 映射 ) 

ga: Us f) Ug — GL (R°) 
满足 
gr) * gg (x) = gw (xr), YEgUnusn Uy, 
其 中 GLO & MIRKE RE, WPR gala, 8€ D, UN Ug Z ESFE 
M U leeEmPi 相 关联 的 一 个 转换 函数 系 . 

注 6.5.4 由 向量 丛 的 定义 可 见 , 底 空间 的 任何 一 个 局 部 平凡 化 发 盖 决 
定 了 一 个 与 之 相关 联 的 转换 函数 系 , 其 中 的 转换 函数 就 是 纤维 上 的 坐标 变换 . 
反之 ,对 于 拓扑 空间 (CY 流 形 ) 的 任意 一 个 开 答 盖 1 U。| 和 与 之 相关 联 的 一 
转换 函数 系 |igg1, 也 可 以 构造 -个 向 其 从 (C” P EA) CE, z, X, R*) 使 其 在 
U,(aE€T) 上 可 以 局 部 平凡 化 , 并 且 按 这 局 部 平凡 化 所 决定 的 x Ce) EET 
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维 坐标 变换 恰好 为 galr). 
注 6.5.5 由 转换 函数 系 可 给 出 Whitney 和 的 构造 . 设 (El, x!, X, R”) 
RICE?, x?, X,R") 是 底 空间 X 上 的 两 个 向 量 从 , | U, lee | 是 关于 这 两 个 向 
量 丛 的 局 部 平凡 化 覆盖 , 相应 的 转换 函数 系 分 别 为 1g 中 上 和 1g 名 | 其 中 
g) € GLIR”), gË) € GL(R'), Vx € Uf us 
—— H 
gi (x) 


€ GL(R*), 
0 PM (R) 


gg. Cx) = k 


即 定义 
ga: U, N Ug  GL(R). 
[ga EHET LU, la € 了 Pi 的 转换 函数 系 , 其 生成 的 维 向 量 从 记 为 E, 称 为 
EO f EO fj Whitney 和 ,或 直 和 , 记 为 
E = E) @ EO. 

显然 ,运算 四 在 向 量 从 等 价 (等 价 概念 见 后 ) 意 义 下 上 其 交换 性 和 结合 

ENM 6.5.3 R(E, x,X,R*) 是 一 个 向 量 从 , 称 映射 o: X — E 为 该 向 量 
从 的 一 个 截面 , 若 满 足 条 件 mo = id, 或 者 说 

sc(x)€ n (x)-E, VrE€EX. 

注 6.5.6 JH D'OE)ERT'(CE, X) GR EB PU OE 25 88 BL BJ $Ë ë E 

TI"(E) 上 引入 线性 结构 
(o * r)(r) = o(z)+ r(z), Vo,c € P(E) xr € X, 
(co)(x) = co(z), Vc€ R,o € IP(E),« € X. 
如 果 x 是 紧 空 间 , 在 T?(E) 上 引入 范 数 
lol = sup ll a(r) |l. 

易 证 (T(E), :中 ) 是 一 个 Banach 空间 , $529 E 的 连续 截面 空间 . 

例 6.5.1 i M É m 维 的 C 流 形 , 记 TM= ll T,M, HE XX 

x:iTM— M, x(-p, Vte€ T,M, 
则 (TM, x, M,R”) 是 一 个 Cr 向 量 从 , 称 为 M 的 切 丛 .其 中 符号 ” IPEA 
交 并 . 设 Q 为 M ARATE, BRA X 2> TM 满足 条 件 
X(p) = X, € T,(M), Vb€ Q, 

其 中 X, 是 点 请 的 切 向 量 , 则 称 X o 上 的 一 个 切 向 量 场 ， 简称 为 向 量 场 . Y 
从 TM 的 向 量 场 X 是 TM 的 截面 . 

注 6.5.7 在 向 量 从 的 定义 中 , 如 果 用 更 一 般 的 拓扑 空间 (或 C" 微分 流 
形 )F 代 蔡 R^ 作为 纤维 型 , 用 作用 于 F 上 的 变换 群 G 代替 GL (RP) (R 空间 
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上 的 线性 自 同 构 ), 并 要 求 由 局 部 平凡 化 给 出 的 纤维 变换 都 是 G 中 的 元 素 , WI 
得 到 更 一 般 的 纤维 从 的 概念 .利用 覆盖 同 伦 定理 , 可 以 得 到 纤维 从 上 的 截面 延 
拓 定 理 . 设 E, M 是 微分 流 形 , x: E> M 是 一 个 纤维 从 , AC M 是 一 个 闭 子 
集 , 如果 o :A 一 E 是 一 个 连续 截面 , 则 存在 A 的 一 个 邻 域 U(A)CM 和 连续 
截面 c:U(A) 一 巨 使 "14 = o. 
EX 6.5.4 R(E, z, X, R*) 是 一 个 向 量 从 , 称 EU CE B E 的 子 向 量 
从 ,简称 子 从 , 如果 对 任意 zxEX, 存 在 x 的 开 邻 域 U ME 的 局 部 平凡 化 同 胚 
hin 1(U)— U x R? 使 得 
h(x (U) N EU) = Ux Rh x l0}, 
其 中 自然 数 gus. 
定义 6.5.5 设 (E,r,X,R*) 是 一 个 向 量 丛 , S 是 X 的 一 个 子 集 . 易 知 
(x^ (S),nlx !(S), S, R4) 
也 是 一 个 向 量 丛 , 称 为 向 量 从 (E, x, X, R*) 在 S 上 的 限制 , 记 为 (E,x,X， 
R)I S RETS. 
定义 6.5.6 (E, n, X, R) E — k 维 实 向 量 丛 , 称 连续 CC- ) 上 映射 
B:EDE—R 
为 向 量 丛 E 上 的 一 个 Riemann 度量 (C" Riemann 度量 ), 若 8 限制 在 每 一 纤 
# E. DE. 上 是 Riemann 度量 , 简 记 pC, ) 为 (',') .Riemann 度量 自然 诱导 
出 一 个 范 数 
lel = /(,0, t€ E,x € X. 
用 单位 分 解 定理 可 证 明 仿 紧 流 形 上 实 向 量 丛 Riemann 度量 的 存在 性 . 
定理 6.5.1. iE CHEA, x, X, RÉ WEE C'"-Riemann 度量 ,下 是 EE 
的 子 向 量 从 , F = r I GOLF, w 
F^ = [Ir7. 
r€ X 
其 中 FT E F, fE E, 中 关于 该 Riemann 度量 的 正 交 补 空间 , 则 F 是 EE 的 子 
向 量 丛 , 且 
E = FG F`. 
WEB] b dimF=m<k. HAEA E, PE X 的 开 覆 盖 1 Uo。leeE Ti, 对 
每 一 U, 存在 一 个 标 架 场 
e (z) = Ceux ns eua), 
使 e(z) 对 每 个 zxE U, 都 是 E, 中 的 基底 ,不 妨 设 前 m Al E F. BD 
F, = spanle, (x), LMCEMCÓIE 
且 不 妨 设 e,(z) 是 规范 正 交 的 , J 


FT = spanle, urs s esa Qe 
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显然 F E E 的 子 向 量 丛 , H 


E-FQF-. n 
定义 6.5.7 HEA, x, X, RI Finsler 构造 是 一 个 连续 函数 
y:E >R, 
它 限 制 在 每 一 纤维 E,(xx EXX) 上 是 线性 空间 E, 上 的 范 数 . 
下 面 讨论 向 量 从 的 同 态 与 同 构 . 
定义 6.5.8 设 (E,r,X,R") 和 (下 ,o,Y,R") 是 两 个 向 量 从 子 集 , QC 
E, RI g: Q> FERAE: r Q) YR ARRE T E R S, 若 
peg= fm. 
定义 6.5.9 R(E, x, X, R') HICF, p, Y, R')JÉPS T I EARST, f: X 
一 了 , 称 映射 g: E— F JE f BJ] (HE fO MADE 
GE E f 的 保持 纤维 的 映射 . 
(2)g 限制 在 E,(YxzEX) 上 是 线性 映射 . 
例 6.5.2 设 M,N REC UE, f: MN EC 映射 ,p € M 则 切 从 TM 
和 TN 是 C "f EA, f dE SR p 的 导 算 子 
dfp: Ti(M) > Tip CN) 
定义 为 对 X,€ T,(M), S df CX,) € TG) NO B 
(df,CX,)) (0 = Xp D, VEE€ C%(f(P)) 
所 确定 , 其 中 X, 是 M de p ADIER. BR df, 是 线性 算 子 , 且 是 履 盖 f BJ 
保持 纤维 的 映射 . 于 是 
df: TM -> TN 
是 f 的 同 态 ,或 从 射 . 
在 $9.1 中 ,相应 记号 到 于 该 处 . 
定义 6.5.10 设 (E,r,X,R") 和 (FE,o,Y,R") 是 两 个 向 量 丛 , 称 映射 
g: E— F 是 向 量 从 同 构 , 若 
(1)g:E->F EB f. X— Y 的 保持 纤维 的 连续 映射 . 
(2)g 限制 在 每 -纤维 E,(Y xEX) 上 是 向 量 空 间 的 同 构 , 即 
giE,-- Fro VrEX 
同 构 . 
特别 地 , 当 X=Y,mm = n, f = id Wf, WER g 是 从 EE 到 下 的 等 价 ;如 果 等 
价 映射 g 是 存在 的 , 则 称 向 量 丛 瑟 5 F 等 价 . 
EI 6.5.2 (F, p, Y, R) EMEA, HATRI f: X— Y, WL 
在 一 个 从 r: E— X 及 同 构 从 射 g:E->F 使 
p'gof*n 
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且 在 等 价 意义 下 , 向 量 丛 E 是 唯一 的 , 称 为 诱导 从 . 
证 明 设 E=|(x,e)EXxFIf(z)=p(e)|, 且 定义 映射 x:E 一 XX 和 
g:E 一 下 分 别 为 
xa(r,e)= r, g(r,e)= e, V(r,e) € E. 
易 证 z: E—X 是 一 向 量 从 , H. g:E->F 下 是 同 构 从 射 ,并 满足 要 求 . g 
EN 6.5.11 WE, x, X, R') FICF, p, X, R") 是 两 个 向 量 从 , 则 玉 和 
F fj Whitney # EDF 是 一 个 向 量 从 , 其 定义 如 下 , 考 虚 积 从 Ex F> X x X, 
Wa 为 对 角 线 上 映射 X -一 XXX, 其 诱导 从 便 定义 为 Whitney 和 EDF. 
下 面 介 绍 Palais 引 理 . 
R(E, z, X, RE RA Finsler 构造 的 向 量 从 , Q EE 中 的 开 子 集 , 映射 
F.Q—E RE fin (Q) X 的 保持 纤维 的 映射 , 对 任 一 zxEr(Q), 了 映射 
FIE, N Q:E, N Q > Ej) 
是 赋 范 空间 内 开 子 集 ENQ 到 赋 范 空间 Er) 的 映射 .在 局 部 平凡 化 表示 下 ， 
设 下 表示 为 
F:(x, p) > (pr), B(r, E), 
HP g EE NQ, KES 


DF: (r, £) > DB (xr, t) 
为 FF 沿 纤维 E, 的 微分 ,其 中 D, 是 赋 范 空间 上 的 偏 微分 算 子 . 对 于 给 定 的 x 
在 上 式 中 省 略 不 计 . 于 是 定义 了 一 个 线性 映射 
DF(Q;E,— Eg, n DF, VEE. 
利用 f 的 覆盖 映射 下, 可 以 定义 一 个 截面 空间 P"(Q ) 上 的 映射 : 
Fir Q) > ME), s > F as f 1, Yo ET), 
其 中 
D'(Q) = lo € I*(E)lime C Ql, 
这 里 imo =c (X) HBR 
r'(Q)z Ø. 
定理 6.5.3 (Palis 引 理 ) 设 具 Finsler 构造 的 向 量 丛 (下 , r, X, R*) 的 底 
空间 X 紧 致 , Q 是 E 中 开 集 , x(Q) = X, F: Q— E f&SB ssi] Be f: XX 的 保 
持 纤维 映射 ,如果 下 沿 纤维 的 微分 DF # Q 中 连续 , 则 截面 空间 映射 F 在 每 
-点 Ero(Q) 上 的 导 算 子 DF(c):PoGE) 一 PCE) 存 在 , 且 
DF(a)r = (DE) psc f£, Ve € ICE) 
m 
| (DF(o)) 60) = DFO GO) «GE! GOD. 
证 明 设 zxEX, 对 任意 的 c ERNE, A 


ML LES dE vic 


F(£)) - F) - DF(£0(6G - t) = ro 2) (52 - ü), 
其 中 


1 ~ ~ 
rGy fa) = | [DECi + (0 - 6) - BEC) ar. 


任 给 。>0 , 33 X XESCH DF 连续 时 ,对 充分 接近 C, € Enp A 
Iyo £01 «e 
一 臻 成立. 于 是 对 任意 的 o1, czE P9 (Q), Hi 
F(as(f 1(z))) - Fl(o(f (0)) 
- DF(oiCFI(z)))[az( 广 (z)) - a (f 1(z))] 
=r(o(f (zx)), of (rof (xr) -of (z))]， 
当 o, 充分 接近 o, 时 ,有 
| FCezCFICz))) -Flo CE 1 GOD) 
- DF (of G)[o CF 1G) -of G)1 HI 
Se ll o2- oil. 
注意 到 Banach 空间 上 导 算 子 的 定义 ,有 结论 成 立 . ü 
$È 6.5.8 É T (E)EW R 2 4* 
sup lolx) l| <+% 
的 向 量 从 (E, x, X, R*) 的 截面 的 集合 , 并 赋 以 范 数 
lel = sup lox M 
而 成 Banach 空间 . 则 Palais 引 理 在 下 列 条 件 下 , 对 D (五 ) 也 是 成 立 的 : 
(1)Q 在 E PX. 
(2)F 在 开 集 U:QCUCE 上 定义 且 是 覆盖 同 胚 f; Xo X 的 保持 纤维 
上 映射. 
(3)DF EQ 上 连续 . n 
Palais 引 理 在 研究 双 曲 不 变 集 的 判定 及 双 曲 不 变 集 的 结构 稳定 时 , 有 重 
要 的 应 用 , 见 第 九 章 . 
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结构 稳定 性 , 是 微分 动力 系统 9 "9 研究 的 主要 内 容 ,包括 双 曲 不 动 点 、 
双 曲 不 变 集 稳定 性 和 0 稳定 性 , 即 结构 稳定 性 的 局 部 理论 和 全 局 理论 ， 


$7.1. 稳定 性 的 基本 概念 


设 UCR”, U 到 R” FRC 映射 的 集合 记 为 C'(U,R”"),KCU 是 紧 
集 .对 gE€C'(U,R”), 定 义 
lg = max sup | Da(r)l, 
其 中 
9/g;(x) 
9p xn 


| DigCz)l = max 2i 


ii Cr 微分 流 形 M IC" 微分 流 形 N 的 C’ 映射 的 集合 为 CCM,N). WU, 
PAICV, 办 分 别 是 M MN 的 局 部 坐标 卡 , % f KC U. ECM, N)B £ 
集 可 于 .对 任 给 的 s>0, 以 所 有 形 如 
4(f;(U, 9), (V, g), K,e) = lg € C(M,N)l|g(D)C V 
Hig*f*o'-ó*g*o lg < el 

的 集合 为 基 生 成 C'( M, N ) 的 拓扑 , 称 之 为 弱 拓 扑 , 并 称 色 为 了 的 一 个 e 邻 
域 , 或 简称 为 邻 域 . 

iu M 到 自身 的 全 体 C” 微分 同 胚 的 集合 为 Diff" (M), JERREA C'CM, M) 
的 诱导 拓扑 .Diff'(M) 是 C'( M, M ) 中 的 开 集 . 

定义 7.1.1 V fCDIfr(M)E C 结构 稳定 的 , 若 存在 了 上 在 CCM) 中 
的 邻 域 % 使 得 任意 的 gE 以 都 与 了 是 拓扑 共 印 的 , 即 存在 同 豚 疡 :M- 一 AM 使 

h° f = goh. 

特别 当 r= 1 时 ,就 称 f 是 结构 稳定 的 . 

由 于 拓扑 共 示 保有 动力 系统 的 拓扑 性 质 , 所 以 当 f 结构 稳定 时 , 在 微小 
扰动 下 其 拓扑 共 斩 所 保有 的 性 质 是 不 会 改变 的 . 

例 7.1.1 在 例 2.1.3 中 , 商 空间 T! = R/ 一 , 称 为 圆周 . 对 常数 0, 微分 
fa] HE 

A;Tl— T!, A([xD = [< + 6] 
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满足 条 件 0, = 02(modl) 时 , A, = A;. 

微分 同 胚 A 是 结构 不 稳定 的 .事实 上 , 当 0 有 -一 小 扰动 为 有 理 数 p/g(p， 
q 互 素 ) 时 , 其 动力 系统 的 每 一 轨迹 只 有 aq 个 点 , 且 每 一 个 点 都 是 q 周期 点 . 
而 当 9 有 一 小 扰动 为 无 理 数 时 , 其 动力 系统 的 每 一 轨道 在 T! ch 88. B 

n SOKHRTHIESEPR d XE Q 集 上 ,就 得 到 所 谓 的 Q IH. 

定义 7.1.2 称 fEDif(M) 是 (7-0 稳 定 的 , 若 存 在 大 在 C"(M ) 中 的 
令 域 %V, 使 得 任意 的 gE ar s f Br) TR TF OE EG, BO FE ERE A OC f) — 
QCg) ft 

h° flap = £lato ° h. 

特别 当 r=1 时 ,就 称 上 是 2 稳定 的 . 

在 不 变 集 上 的 结构 稳定 性 , 有 如 下 定义 . 

设 UC M 是 C 微 分 流 形 M 内 的 开 集 ;FE C CU,M) 是 从 D 到 像 集 
fCU)RS ORA IR] HE d 是 与 M 的 折 扑 相 容 的 任意 一 个 距离 . 

定义 7.1.3 设 4CU 是 广 的 一 个 紧 致 不 变 集 , 称 上 在 A 上 是 C" 结构 
稳定 的 , 如 果 对 任意 的 e>0, 存 在 f 在 C'(U,M) 中 的 邻 域 凤 使 得 对 任意 的 
g € A, TEXEXCT. g BJA EA C U MARA: A>, WERI 

(Dd(Ah(x),r)«e, Vr€ À. 

(2h* fla = geh la. 

由 定义 可 知 , 若 f 在 A 上 结构 稳定 , 则 f 经 C” 小 扰 后 在 不 变 集 A 上 不 改 
变 其 动力 性 状 , 仅 A 中 各 点 x 的 位 置 有 少许 移动 . 

在 该 定义 中 , 不 依赖 于 度量 q 的 其 体 选 择 . 

在 某 点 的 结构 稳定 性 , 有 如 下 定义 . 

定义 7.1.4 设 pEU, 称 /在 点 p 是 局 部 结构 稳定 的 ,如 果 对 于 pp 点 
的 任意 邻 域 VCU, 存 在 在 C"(U, M) 中 的 邻 域 如 对 任意 的 z € UFE 
q € V j f #E p ÆRE, BIL Ze E [B] He 

h: V U f( V) — V U g( V) 

满足 

(1)h(p)=q€EV. 

(2A(V)- V. 

(3)h° f|V= goh |V. 

上 面谈 到 的 结构 稳定 性 是 微分 同 胚 ,或 离散 动力 系统 的 结构 稳定 性 .关于 
连续 动力 系统 , 或 方程 的 流 即 微分 方程 的 结构 稳定 性 , 有 如 下 定义 . 

定义 7.1.5 设 
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是 光滑 紧 流 形 M 上 的 微分 方程 , 称 向 其 场 F€ C"(M) 导 出 的 流 o 是 结构 稳 
定 的 , 如果 存 在 /在 C"(M) 中 的 邻 域 刀 使 得 任意 的 向 甚 场 gE 炎 导出 的 流 y 
与 e 拓扑 等 价 ;此 时 ,也 称 该 微分 方程 在 C 拓扑 下 是 结构 稳定 的 . 


$7.2 圆周 微分 同 且 的 结构 稳定 性 


1969 年 , Shub""! 曾 证 明 ; 紧 致 微分 流 形 M 上 的 任意 扩张 自 上 映射 作为 微 
分 半 动 力 系 统 时 是 结构 稳定 的 .这 里 , 仅 对 M = S! 的 情况 介绍 Shub EE. 
当 f;S!>S! 是 连续 映射 时 , 存在 WEF :R>R fË F 满足 
F(x+1)- F(x) = k(const) € Z, 
并 可 定义 的 映射 度 
deg( f) = k. 
特别 当 f ISI ER TST GRE, 其 提升 函数 下 ;R 一 R 是 严格 递增 的 连续 函数 , H. 
F(r+1) -F(z)= 1, Vx€R 
对 圆周 自 映 射 这 -特殊 情况 , 可 借助 于 提升 给 出 C" 映 射 的 描述 . 当 f € 
C'CS!, SORE f 的 某 一 提升 FE CCS! S!), 则 的 任意 提升 
F*mC€CC(S', S, Vm € Z. 
定义 7.2.1 i fCC'(S', SI), r€ N Æ f WJ 3E— je JE FEC (R, R), 
这 时 称 f 是 C” 类 函数 , 记 为 1€ cO SI). 
对 C (R, R) Ef] C AFK RIRE yi g 
| F;Cr || = ac supl D'F(Gx)|, 
Ku F€ C'(R,R)Ë. 
sup| D FC) «*o, j=0, ler 
ië f gE CCS, Si), F fl G 分 别 是 f 和 g 的 提升 , 若 
lF-G;C | «e, 
则 称 F5 g ERIE C-e 接近 的 . 
定义 7.2.2 设 下 是 /EC*(S!, SI) 的 提升 , 称 了 是 S: 上 的 扩张 映射 , 若 
IF(2) 1 251, Vr €R. 
例 7.2.1 i mEZ, |m|>1, €X f. S'— S! 为 
f(z)= z”, VE Sl. 
易 知 F(x)= mr 是 f 的 提升 , 显然 
|F (x)| =|Im|>1, V+ €R. 
故 了 是 扩张 映射 ,日 deg( f) = m. 
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命题 7.2.1 设 fe C'(S!, SI) 是 扩张 映射 , 则 
inf | F (x)| = À) > 1, 


且 
IdegC f) | > 1. 
证 明 H F(z+1)-F(z)=deg(/), # 
F(z=+1) = F(x), V< € R, 
从 而 
inf| F (x)| = min |F (x)| = À » 1. 
ER x€[0,1] 
并 且 直 接 可 得 


ldeg(f)| 2| F(x * 1) - F(z)] =|F (01 >1. . Ü 
$8722 W fg € CCS S), g 5 f IE C-e 接近 ,se< + , W 
deg( = deg(g), 

更 若 f 是 扩张 映射 , 则 当 60 充分 小 时 , g 也 是 扩张 映射 . 
证 明 设 下 和 G 分别 是 F 和 8 的 提升 , 且 


max supl D"F(z) - D/G(x)l < £ < 1 
Oxjxr rE 


2" 
那么 
ldeg( f) - deg(g)] = | F(x + 1) — F(x)- G(z +1) + G(z)| 
<|F(z +1)- G(r+1)| +|F(z) — G(z)| 


«2e« 1, 
从 而 
deg( f£) = deg(g). 
取 充分 小 ,使 
|[G(z)]| zÍIF'(x)! -|F (z) - G(x)] >à - £ > 1, 
可 知 后 一 结论 成 立 . ü 


下 面 将 要 介绍 的 Shub 定理 指出 圆周 上 的 扩张 自 映 射 了 生成 的 半 动 力 系 
统 是 结构 稳定 的 ,利用 这 一 结论 对 扩张 映射 可 给 出 如 下 命题 . 
命题 7.2.3 扩张 映射 ECS, S1) 的 周期 点 在 S! 中 稠 ,于 是 
Q(g) = S!. 
证 明 设 扩张 映射 定义 如 例 7.2.1, 其 中 
m = deg(g), 
由 定理 7.2.1(Shub 定理 ), g 5 f mihi, 于 是 
Per(g) = Per( f). 


故 只 须 证 
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Per( f) = S!. 
事实 上 ,要 使 ¿€ Sl 是 f "的 不 动 点 , 即 
f"(z) = z” = z, 
当 且 仅 当 z€ S! 是 方程 
SU = 1 


的 根 , 从 而 f "的 不 动 点 集 为 |m" -1T| 次 单位 根 的 集合 ,而 
Uis € S!|g" = 1l 


在 S! 中 稠 , 故 
Per(g) = S! 
成 立 . 另 一 方面 ， 
S! = Per(g) C Alg) C Sb 
故 
Q(g)- S! 
BAL. D 


定理 7.2.1(Shub) 设 扩张 映射 f, € S (S1, S'!) 满 足 条 件 deg (了 )= 
deg(g), 则 了 与 g 拓扑 共犯 . 

证 明 ir deg(f)=deg(g)=d,F 和 G 分 别 是 f 和 g 的 提升 , 则 
F(xr*1)- F(x)+d, Wx€R, 
G(rti)-G(x)*td, Vx€R. 

并 且 下 和 G 是 同 胚 .事实 上 ,由 
|F (x)| 51, Vx € R 
Ap 下 是 单调 映射 , 故 F 是 单 射 ; 且 当 Ro too 
F(E) = F(0) + kd > (+ Sgnd)oo, 
^ 
F(z) — (+ Sgnd)°, 
当 rt okt ENS, i F 是 同 胚 ;G 也 亦 然 .在 
X= |H € C (R,R)|H(z *1) = H(z) + 1, Yx € R| 
上 赋 以 距离 
D(H,K) = supl H(z) - K(G)l, 
使 多 成 为 完备 的 度量 空间 .对 于 HEH E 
KAH) = G *H*F. 
则 上 式 定义 了 一 个 从 LA 光 的 映射 .事实 上 , 由 
G(G i(y)+1)=y+d, Vy€R, 
有 
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Gi(y+d)= Gi(y)+1, Vy€R. 
于 是 
3(H)(z +1) =G». Hs F(x + 1) 
=G!» H(F(z) + d) 
=G''(H ° F(x)*d) 
=G! H: F(z)+1 
=39(H)(z)+1, V< € R, 
即 3.263. M. Tu 
H = ifl G' (x). 
注意 到 命题 7.2.1, 8 & 0 1, Bü 
0< Ap <1， 
以 及 
D(GCGH), CK) 
- suplG ' o H° F(z)—- G!» K ° F(x)| 


< supl (GY (y)! supl HC F(z)) - K(F(x))I 
yE rE 
<, supl HG) - KG! 


= p !D(H, K) 
Al 7.36 73€ i EE AR BRL , EE EE H € o6, B4 H= G H° FL BI 
G:H-H:*F. (7.2.1) 
类 似 可 证 存在 唯一 的 K € ori 
Ke.G=F.K. (7.2.2) 
由 于 工 = id 是 算 子 方程 
L*F-F*L 
的 唯一 解 , 3E B8 (7.2.1) 1(7.2.2)4l Hi R—R 是 一 个 同 胚 , H 1 - K. 于 是 ， 
由 命题 2.5.2, H 可 决定 SL 上 的 一 个 保 向 同 肛 nS — S, fi 
E: H=h>°E, 
KP E:R—S! 如 命题 2.5.1 所 定义 .由 于 
Es F= fE, E.G=g°E, 
再 联合 (7.2.1), 易 证 
| hof: E=g°h>.E, 
从 而 
h*«f-- gh 
成 立 . D 
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定理 7.2.2 # f€ C'(S!, S') 是 扩张 映射 , 则 了 是 结构 稳定 的 . 
证 明 设 g€C (S!,S!) 是 C'-e 接 近 于 f 的 ,只 要 e 充 分 小 ,由 命题 
7.2.2, g 是 扩张 映射 且 
deg(g) = deg( f). 
H EE 7.2.1, g 5 f Tatbattu, BD. f 是 结构 稳定 的 . D 


$7.3. 环 面 双 曲 同 构 的 结构 稳定 性 


本 节 介 绍 的 环 面 双 曲 自 同 构 , 是 Thom 构造 的 一 类 结构 稳定 性 的 例子 . 
设 二 维 环 面 T? 如 例 2.1.3. 显 然 
[(z,y)]=([zl[y])，V(z,y) € R^, 
B] T?- T!x Tl, rB, T! 是 一 维 环 面 , 即 例 7.1.1 所 定义 的 圆周 . 
在 T? 上 定义 加 法 和 数 乘 运算 为 
| [z] +[y] = [z +y], V [z], [y] € T^, 
| alx] = [ax], Va € R,[=z] € T!, 
| 使 T? 成 为 线性 空间 . 
| 设 平面 Re 上 的 线性 变换 


A= anu an RgoR 
an 22 
满足 条 件 
(A1)a5€Z, i, j - 1,2. 
(A2)detA = £1. 


(A3)A 的 特征 值 不 在 复 平面 的 单位 圆周 上 , 即 |41 关 1. 
记 满 足 上 述 条 件 (A1) 一 (A3) 的 线性 变换 A 组 成 的 集合 为 A. 
命题 7.3.1 设 AEw 则 
(DAEL. 
(2)A WIERA 和 4 都 是 单 实 根 , 且 经 适当 编号 后 有 
lail 21»lajl. (7.3.1) 
(2A,(G =1,2) 是 无 理 数 . 
WEB] 设 AEw. 
证 结论 (1) 核验 A :满足 条 件 (A1) 
az —7 a12 
4 = xil an | 


C21 


核验 条 件 (A2) 
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det( A~!) = (detA)! =+ 1; 
核验 条 件 (A3) 因为 A-:! 的 特征 值 都 是 A 的 特征 值 的 倒数 , 故 ( A. 
证 结论 (2) iZ A, MA E&E A 的 特征 值 , 则 
lail elaz] =|detA| = 1, 
BECA), 有 |41| 关 1421, 故 A, 和 4 只 能 是 实 单 根 , 且 适 当 编 号 后 有 
(7.3.1) 成 立 . : 
证 结论 (3) 设 X41 和 Xs 是 A 的 特征 方程 
A? — (an +an)à + detA = 0 
的 根 , 则 由 
A1* à2=t1,à tà = antan EZ 
Al A, 8 A; 不 可 能 是 有 理 数 . D 
通常 称 条 件 (A3) 为 “ 双 曲 性 条 件 ”, (7.3.1) 式 意味 着 映射 A 沿 一 个 方向 
的 作用 是 扩张 的 , 沿 另 一 个 方向 的 作用 是 压缩 的 .由 于 A `! € a, 故 映 射 
A :R2—R2 
是 同 构 映 射 , 称 为 双 曲 自 同 构 . 显然 
A: 一 2 
CERRAH. E r,e ER, H r~r e-r € Z2, AE 
Ar ~ Ar’. 
从 而 , A € x 可 以 诱导 出 一 个 映射 f; T2— T? 使 
FEz = [Ar lz € [z]} = [Az], V I<] € T°. 
HFA CESS EE, DA f: T2— T2 是 线性 同 构 . 
定义 7.3.1 RACA, Vk A 所 导出 的 环 面 自 映 射 
f: T2— T2 
为 环 面 T? 的 双 曲 线性 自 同 构 . 
首先 给 出 环 面 T? 双 曲 自 同 构 的 性 质 . 
定理 7.3.1 设 f: T2— T? 是 由 AGE 导出 的 环 面 双 曲 自 同 构 , WI 
Per( f) = Q2 一 ， (7.3.2) 
其 中 Q? 是 R2 中 的 有 理 点 集 ; 从而, f 的 周期 点 集 和 非 周期 点 集 都 在 T? 中 
稠 ; 并 且 
a) = T. 
WEB] ”如果 (7.3.2) 成 立 , 则 
Per( f) = QJ — = T’. 


从 而 
T? = Per( f) C Q(f) C T2. 
故 只 须 证 (7.3.2) 式 成 立即 可 . 
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f£&[x]€ Q2/— . i 


T 


m + 
DILE ET bi pi € Z| 


mi 
l3 


- [Lea + pp + | ez) 
[4.0] Pv Tn. s] P2 bob , 


其 中 ， lj, mj € Z., l7 0, 0 m; € [1,15], j 21,25 [ 5, l2] Æ 1, fll L, BECAS 
公 倍 数 . 注 意 到 ,对 任 --n EN 有 


1 
m(? m nt ) "- 


—L — 4 pam 一 1] 
Uon] A [I] 1 Pi 


(n) (n+1) , 

mio (n) m _ (n*1) 

[5] 2 [1,5] * P? 

其 中 oim U «5, 5], e? € z BUE WEE AIEO mI [n l2], j = 1,2, 


2 =0,1… 的 mm 和 2(7=12) 只 有 有 限 个 数 , 故 存在 上 EN, 使 


A = xr, 
其 中 zE[z]; 故 
flr] = [=], (7.3.3) 
即 
Q2/ ~ Per( f). (7.3.4) 


另 一 方面 , 设 [x]E€Per( 了 ), 则 存在 EN 使 (7.3.3) 成 立 , 即 
(A -Dr=yE€E P, 
其 中 工 是 二 阶 单位 方 阵 . 由 条 件 (A3), CA - 1) fé, AC-I 18936 
素 为 有 理 数 , 故 
z-(A'-ID'yeq, 
即 
[z] € Q?/ — 
或 
Per( f) < Q?/ ~, 
联合 (7.3.4) 式 ,有 (7.3.2) 式 成 立 . 0 
下 面 讨 论 环 面 T? 上 双 曲 自 同 构 f 的 结构 稳定 性 . 
定义 7.3.2 设 f,g: T2— T 分 别 是 由 A,BE 双 导出 的 上 映射, 如 果 
14=-B;C || < e, 
则 称 上 与 g 是 Cl-e 接近 的 . 
引 理 7.3.1 itf; T^ T2 E H A € w 导 出 的 映射, 则 对 任 一 pg € 
C'(CT?, TT?), 同 调 方程 
7°f-f°7=9 
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E CCP, TORERE ECCT, T?) EW Ly = n° f — f° n, WUATERCT- 
L uW L FE, H 


1 
1 
ILI < iT 


WEB] 由 命题 7.3.1, 设 AEw 的 特征 值 4: 和 3, 满足 (7.3.1),el 和 es 
分 别 是 A 对 应 于 特征 值 41 和 4, 的 特征 向 量 , E 和 E, 分 别 是 e, 和 e, 张 成 
的 特征 子 空间 ,也 是 A 的 不 变 子 空间 .于 是 , R 有 直 和 分 解 
R = E, @ E, 
且 
T? = R/ ~= E,/ —@ E; ~. 
设 xER 表示 为 
x = Dye + Des 
其 中 ti, GER, R 
[z] [6e] + [6e:1. 
于 是 
frl) = &lAe] + &lAel = Aail£ieil + A2[ bez], 
从 而 ， 
f53GCzD = Aymi([z]) + A2gi(Ex D. 
其 中 7([z]) 是 7([z]) 在 不 变 子 空间 E;/ 一 上 的 投影 , ; = 1,2. 将 同调 方程 
分 别 投影 到 两 个 不 变 子 空间 上 , 得 到 与 同调 方程 等 价 的 两 个 方程 


n° f — Am; = pj» j = 1,2, (7.3.5) 
其 中 o, 的 定义 与 类 似 .定义 算 子 W € C QD, TI 
W:pnktem*f, 
于 是 (7.3.5) 为 
(W -àj idì} = gs j=1,2. (7.3.6) 
显然 , (7.3.6) 的 解 就 是 (7.3.5) 的 解 . 
注意 到 
max | ° f([zD = max lar) l, 
[je T? [zje T, 


易 证 | W | 21; 显然 W "fre, ex | W | 1. 
Boxulal»1-1l1Wl,TEÉ(W-a:id) ! 存 在 , 故 ; =1 时 ,方程 
(7.3.6) 有 解 9, H 


qx 1 EU 
LOW = ài id) S TT lwl 1 


-faal 


又 由 
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W — A2* id = A3W(A, * id- W `l), 
HW !=1<|Aíirl, E Oiid- W^!) HE, AM (W - A id) ! 存 在 , 故 j 
=2 时 ,方程 (7.3.6) 有 解 7,, H. 


ICW -àz id) |] <la l FW Ld CAL id - W 1) | 

1 1 

< - 
| às lal - Iw 

o d 

| 31-la 

由 此 可 证 

4 1 

lL | <i Tal 


定理 7.3.2 由 AEw% 导 出 的 环 面 T? ERDXUBZRETEBLISIEJ 了 在 C! 拓扑 
下 是 结构 稳定 的 . 
证 明 设 f,g 分 别 是 A, BE ww 导出 的 环 面 T? 上 的 双 曲 线性 自 同 构 , H 
是 Cl-e 充分 接近 的 .要 证 存在 同 胚 户 :三 一 全 ,使 
ho f = goh. 
记 
h = dd + 9, 7 € C9%( T2), 
g=f+9, e@€C!'(T2), 
其 中 w 和 微分 同 胚 p 都 是 双 1 周期 函数 .于 是 
(f + 9) ° (id+ q?) = Gd + q) ° f, 
即 f 
qef- f° n = e° Gd * n). I (7.3.7) 
只 需 证 , 当 o 充分 小 时 以 上 方程 有 解 7. 定 义 C"(T?, T*) 上 的 算 子 工 为 
Ln = n° f - f ° ñ. 
显然 , 是 线性 算 子 .由 引 理 7.3.1, 线性 算 子 L FE, H 
ILE «Tg 


Aib. 
再 定义 C%《( T?, T?) 上 的 算 子 G 为 
Gg = p° Gd + 3) - e. 
于 是 , 算 子 方程 (7.3.7) 化 为 
Lg-6Ggt*9 
或 
n = L'Gg * Lg. 
w 
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Iq = LG + L^. 
下 证 算 子 9 是 CT, T?) 中 的 压缩 映射 .事实 上 ,由 于 与 g 是 充分 接 
近 的 , 故 可 设 
Wg Cct <a -lazl), 
其 中 0<a<1. 设 50,9? ECT, T), TE 


129? - 79? | = FL! Gg? - L^ Gy | 
«reet. 
而 
| Gy? - Gy? | = mex | oe] + CD ollz] 
*3?(021 
< max || De([z] + 899 (Lx D 7 $9 (D 8 
(je T 
dg (xD - 290201 
< lgl 7 y l 
< a(1-1a5 190 - 99 0, 
故 


I gg? i Iq” | «a | 7” L 72) ll . 
从 而 ,压缩 映射 了 在 CO (T7, T?) 中 存在 唯一 的 不 动 点 小 即 (7.3.7) 有 解 7. 所 
I, EE h: TT, Ë 
h° f = goh 

成 立 . 下 证 EARE. 

由 于 A 是 紧 空 间 T? 上 的 连续 映射 , 故 只 需 证 h JE T? 上 的 双 射 .由 于 7 
是 连续 的 双 ARRAN, SA h= id + XE T^ 上 是 满 射 .下 证 是 单 射 . 

设 [z],[y]€ET?, 使 h([xz])=Ah([y]), 于 是 

heo f([z]) = g ° h([z=]) = g ° h([>]) = h ° f([y]), 
或 
h | fn([z=])) = ho fn ([y]). 
利用 h=id+7, 使 上 式 化 为 
f'"([x-»D25*f'XC»D^5* f" ([z]). 
如 果 [fz] 天 [y], 由 A 的 双 曲 性 有 
An(z-—y)— o°, Nin--to, 


这 与 o 的 有 界 性 矛盾 , 故 7 是 单 射 . 日 
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双 曲 周期 轨道 的 局 部 动力 性 状 , 归结 为 研究 双 曲 不 动 点 邻 域 的 映射 的 拓 
扑 结构 .描述 这 种 局 部 性 质 的 基本 结论 , 是 Hartman-Grobman 局 部 线性 化 定 
理 和 稳定 流 形 定 理 .20 世纪 60 年 代 初 Hartmant981[991 和 Grobman? # H Jh 
立地 在 m 维 流 形 上 证 明了 线性 化 定理 , 指出 映射 在 双 曲 不 动 点 附近 与 其 在 该 
A] UB E (SET) Jed hit. Je 3€ Palis 9118 Pughl102] Y ZE Banach 流 
形 的 框架 里 证 明了 该 定理 . Hadamard-Perron 局 部 稳定 流 形 定理 , 仍然 是 研究 
双 曲 不 动 点 邻 域内 的 局 部 性 质 , 故 可 在 Banach 空间 的 框架 里 叙述 .值得 指出 
的 是 , 对 这 一 定理 的 改进 性 工作 , 还 有 StornborgL1031、Abraham 和 Robbinl194] 
等 .同样 ,对 m 维 微分 流 形 上 Cr 同 胚 和 流 ,也 有 相应 的 全 局 稳定 流 形 定理 和 
不 稳定 流 形 定理 , 可 见 Smale 等 人 的 工作 . 
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WECE, ||: ; E || )J& Banach 空间 , 在 意义 明确 之 处 , 简 记 该 范 数 为 上 上. 
又 设 E,CE 和 Es,CE E E 的 闭 线性 子 空间 , id E 关于 E, 和 E, 的 直 和 为 
E = E,QE; 
其 定义 是 对 任 一 x EE 可 唯一 地 表示 为 
x= zi +z, zE Enr € Es 
定义 8.1.1 Banach 空间 E 上 的 线性 可 逆 映 射 A:E-*E 称 为 双 曲 线性 
映射 ,如果 


E= E QE, AE" = E, AE: = E, (8.1.1) 

且 存 在 常数 c,,c,>0 和 0<y<1 使 得 i 
| Atr, > cuu > ll rull, Vz, € ESR€N (8.1.2) 

| At 好 erplzrl, Ye EEk € N. (8.1.3) 


其 中 闭 子 空间 E“ ME 分 别称 为 A 的 扩张 子 空 间 和 收缩 子 空间 . 
记 互 上 双 曲 线性 映射 的 全 体 为 五 ( 正 ) .又 记 
L(E,E) = 1414: 王 -> 下 线性 且 有 界 |. 
与 (8.1.2) 等 价 的 是 存在 和 >1, 使 
laz | < at z |, Vz, € ES&€N, (8.1.2) 
显然 , 零 子 空间 是 E 的 闭 子 空间 , 故 允 许 E" RE 退化 为 零 子 空间 .如 果 E" 
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退化 为 零 子 空间 , 则 对 充分 大 的 kEN, A EE 上 是 压缩 映射 ;如 果 E: 退化 
为 零 子 空间 , 同样 , A* EE 上 是 扩张 映射 . 

用 CC 表示 复 平面 , S!= 1XECl14|=1|} 是 C 上 的 单位 圆周 . 

命题 8.1.1 设 A:E 一 E 是 双 曲 线性 映射 ,有 如 下 结论 成 立 

(1)A  E9 E 也 是 双 曲 线性 映射 . 

(2) 如 果 z€ ENVIO HAC S!, M Az Az, FERHIL, A 的 唯一 不 动 点 是 z 
=0. 

(3# AC L(E,E)lIJ id- A; E— E 是 可 道 映射 . 

证 明 证 (1) 在 (8.1.2) 和 (8.1.3) 中 分 别 以 A ^x, LA "x, RË z, 
fI >, 即 可 . 

证 (2) 若 其 不 然 ,存在 zEE \ 10} 使 z= r,t xz 满足 

l zl = Ha] > H Atz l- l A, 
>=, hazul — c llall, Vk Ez. 

当 k> + co 时 ,上 式 是 矛盾 的 , 故 结论 (2) 成 立 . 

证 (3) 由 结论 (2) 知 1 不 是 有 界线 性 算 子 A 的 特征 值 , 故 id - A:E—E 
是 可 逆 算 子 ([10],193 90). n 

定理 8.1.1 i£ A RE Banach Z Ħ (E, || - J ) E89 £X fe np 35 Bh 3, BH 
A EH(E) 的 充分 必要 条 件 是 :存在 E 的 直 和 分 解 (8.1.1), 及 与 范 数 上 || 等 
价 的 范 数 外, 1 : 使 得 相应 的 算 子 范 数 

laz]: = ECAIE)" Il. < 1, (8.1.4) 
lA, l4 = HANIE) Il, < 1. (8.1.5) 
证 明 充分 性 是 显然 的 , 只 需 取 
maxi | A; li, lA, lid A < 1, 

即 可 证 (8.1.2) 和 (8.1.3). 下 证 必要 性 . 

对 任 一 z= xr, + z, £, EE", x, € ENTE 


ll zl = maxi | x, ,lz,|}, 
EH E 的 等 价 范 数 .由 (8.1.2) 和 (8.1.3) 可 取 c>0,0<1<1 使 得 
lat, M < atl z |, Var, E€ ESk-12,- 
laz | < 25 z, |, Vx, € Es,k = 1,2,. 
并 取 充 分 大 的 p EN 使 AP <1. E X. 
$- 
lx, lli = 5 JA z, |, 


j=0 


m 
TATE = > | Az, | ， 
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lx la = maxi ll x, lis Hx, lat, 
不 难 核验 上 述 定义 满足 范 数 的 条 件 ,并 且 与 范 数 上 .是 等 价 的 .同时 ,有 
lA" xdi 2; I A z, | 
lx, M i+ FA ^, E - Bx, 


lx, M i+ AP Mm, Eo ul 


= | zli- O= At) l zl. 


-l 
WB =2[1+ 270), # 


j=1 


il 


A 


. p-1 p-l 
Iz, lio lal + 2l AL l (re eI) lau Bl xl, 
代入 上 式 ,得 


WA ruli S ux: V x, € E", 
其 中 
0<w=1-B-I-cz)<1. 
于 是 
lA; E: (ATED ll; x p X 1 
BE (S. 1.4) xr, 类似 可 证 (8.1.5). n 


MIRRE 上 的 恒 等 算 子 . 对 于 算 子 ACL(E,E), 如果 存在 AEC 使 
(AL- A) ! € LCE, E), WP 4 为 线性 算 子 A 的 正则 点 ,不 是 正则 点 称 为 A 
的 谱 点 .A 的 全 体 正 则 点 的 集合 和 谱 点 的 集合 分 别 记 为 p(4) 和 ac(4),c(4) 
=C\p(A). 命 题 8.1.1 的 结论 (2) 指 出 . 

A € H(E)=o(A) N S! = Ø. 

事实 上 ,后 者 也 是 A € H(E) 的 充分 条 件 .这 需要 下 面 的 分 解 定理 (051. 

定理 8.1.2 设 AEL(E,E) 是 Banach 空间 (E, || || ) 上 的 可 北 线 性 映 
射 , 如果 

c (A)  ) S! = @, 
则 存在 E 上 的 直 和 分 解 (8.1.1), 并 且 存 在 一 个 与 外 :| 等 价 的 范 数 外 H 使 
得 (8.1.4) 和 (8.1.5) 成 立 . 
证 明 H oÁ (A) DS = ,可 取 投 影 算 子 


-1 av 
P = ME A)^di, 
4 

E = PE, | E" « (1 - P)E, 
BT P SA 可 交换 , 故 E 和 E* 是 A 的 不 变 子 空间 , 且 有 直 和 分 解 (8.1.1). 
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有 界线 性 算 子 A 的 谱 集 oc( A) 是 C 中 的 非 空 紧 集 .由 于 S! 是 紧 集 且 无 谱 
点 , 故 将 o(A) 分 成 两 个 不 相连 的 部 分 ,一 个 在 单位 圆 内 , 一 个 在 单位 圆 外 . 
由 A,= A [E' 的 定义 , 知 A, 的 谱 半 径 7,<1, 即 


r, = lim y lA? | < 1, 
HP A =(A,)" B a € Cr, 1), Bi 
lim Jai" ll AA = air < 1, 
知 级 数 ait LAT | I. < 


lz, l = Za" LAG), Va €E, 
是 Er 上 的 范 数 . 辐 理 (A,)-: 的 谱 半 径 ,<1, 取 uc (0,4 
lali Part lA" GO ll; Va, € E*, 
是 E" 上 的 范 数 .对 任 一 TEE, r-n tror EE, z, € Es. A 


lx d. = maxCli xls l x 1), 


是 巨 上 的 范 数 .又 
| AG) i= 2," | A**1Cx,) M 
-ai2jai" | AGO | 
x ai I Ts lu V =, € F°, 
故 
JA, = 14A 人 1 和 有 委 ai<1. 
同 理 可 证 
Jaz], = (ANIE) | x a; € 1. 
且 由 


lz zi (2a TAY) 1 z, |, Vz, € E' 
n=0 


知 其 范 数 的 等 价 性 ; 同 理 可 证 E" 上 的 情况 . üu 
定理 8.1.3 设 AEL(E,E) 在 Banach 空间 EE 上 可 道 , 则 

A € H(E)eo (A) N S! = Ø. (8.1.6) 

证 明 必要 性 是 命题 8.1.1 的 结论 (2), 充分 性 由 定理 8.1.1 和 8.1.2 直 

接 可 得 . D 


在 有 的 文献 中 ,利用 定理 8. 1.3 给 出 可 逆 线 性 映射 的 双 曲 性 的 定义 、 
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下 面 的 讨论 将 指出 可 道 线性 映射 的 双 曲 性 是 小 扰动 下 的 不 变性 质 . 
设 Banach 空间 (E, |- 上) 有 直 和 分 解 


E-E,QE; (8.1.7) 
MAREM BC L (E, E) 82 
- [s S E B EE O Es. (8.1.8) 
Ba Bz 


对 任 一 5= t + G€E, FE = p+ n€ E TEBE n W E 
un = But + Br to, 
m = Bnti + Bits, 

其 中 , BuU, 6, gs € E, 52, pE Es. 


引 理 8.1.1 在 上 述 记 号 下 ， 如 果 存 在 0< A<1， 0ce« minl1-4, 
ELS 


(8.1.9) 


max{ || Bi! ll, | Ball} <à 
max| | Biz ll, I Ba l} < e, 
WFE PELE, E)W8 ERI 


À 十 
DIP Ia - AI 


(2)P EHE F-( id,P)E,CE, HX B AC. 

(3)I BEAT -e)l gll V t€ F,, Hu 

llli = maxi gli | 2211, Ya = m t 7» m € Eo m € E>. 
证 明 记 


Li(E,, E2) = lS € L(E, EDI ISI «tl, 
定义 映射 7: L (E, ,, E;) 2 LEi, E22 
KS) = (B, + ByS)(Bu + Bu S)! ,VS € L,(CE,, E2). 
对 SC Li(E,,E,8 
J| BoS] < Baol «e«a'!« I Bill '. 
故 Bu + BizS Bt, 从 而 映射 7 的 定义 是 恰当 的 .由 


l (Bu + BaS)! |< EH Bi ll + I(t+ Bit Bas"! b 
| Bu l 
< - 
1 - | Bj l . l B.S | 
<—— (8.1.10) 
A -eE 
£ 
IKSI SE -4«1 VSE LEE), (8.1.11) 
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3iL,CE,, E3) » Li CE, E2) 
且 是 压缩 的 .事实 上 , 记 
0,(S) = B. + B5S, 
6,(S) = (Bu + BnS) `, 
对 Si, S9€ Li (Ei, E2), 8 
KS) - %(S;) 
=0,(S,)0,(S,)! - 0,(S,)[0(S,) ! + (53) ! - (S1) 1] 
=[0,(S,) - 0,(S;)]0,(S,) ' - 0,(S,)0,(S;) ![0 (Si) 
- 0/(S;)]0,(S,) '! 
-[B5 - S) B] (S1 - S) (Bii + B2851). 
再 利用 (8.1.10) 和 (8.1.11), 有 
IAS: - %(S.) UI 
«Cl Bal + l3(S,) ll * Bol )BE(Ba+BoS0 ll * I Si- S21 


À +e 
Te 


< ISi- Sl, V 5,8, € L,(E,, E2). 


iH = DEI, 知 了 是 压缩 的 . 故 存在 唯一 不 动 点 PE LCE, EE SUP) 
= 了 .下 证 P 即 为 所 求 . 
(1) 由 (8.1.11) 有 
IP] = IKSI =s #<1 
成 立 . 
(2) 对 BF, 中 任 一 点 ,存在 5= (t, PE € Fi 使 该 点 为 B5, 记 BE = q= 
(31, m), pE Ei pE E; TÆ, HI (8. 1.9) B 了 的 定义 ,有 
m = (Ba + BgP)(Biy + BuP) ! gi = Ph, 
故 Bt= (m, Pp) € Fi, Hl BFICRFi. 另 一 方面 ,对 任 一 (91 Pj € Fo, Ë 
£j, = (Bu + BgP) ! y € E, 
容易 验证 
B(t, Pe) = Gui Pp, 
B] F,CBF,; AM Fi 是 B 的 不 变 集 . 
(3) 对 任 一 5E Fi1, 由 (8.1.10) 式 有 


l çl|, = maxi ll el E PEUT = Hull 
= | (Bi + BgP) (Bu + B2P)Ķ | 
« —L— | (Bu + BeP)t | 


ale 
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1 
At | BE lli, 


成 立 . Ü 

定理 8.1.4 X H(E)JÉ Banach ZEE, || I) F HH YE B 56 Ë 
合 , 则 有 H(E) 是 L(E,E) 中 的 开 集 . 

证 明 任 取 AEH(E), E 关于 A 的 闭 不 变 子 空间 分 解 为 

E = EE,, 
IHE— p= git G.G€ Ei 6€ Ei, BORRERO 
l£l = mall £l. n eo dl ds 

于 是 由 定理 8.1.1, 有 


lan] = (AIED) |r<l1, 
l Az = IIED < e < 1. 
Bt e»0 充分 小 ,使 得 
rt2e < 1. 


任 取 可 北上 映 射 BC L (E, E), WE AIT 
IB-Al<e/k, IB- A`] «€ e/k, 
HPA R21, BAB: EDE, >E, DE, 表示 为 


Bu B a By, By 
B= H MI B = N B | 
21» 22 
其 中 Bp, Bo FE. RE k 足够 大 ,就 有 
l Bi 一 Au | , l By l , l Bà l , l Bn - Ax | < e, 


IBa- Ag ll, ll Bol, Ball; I B2 -Azli < e. 
记 和 =r+s, 有 
0cA«1, 0<e< minll -a,A^! - 1l, 
H. | 
max] || Bü l. J Bal} <à, maxi l B, I| B. J! < e, 
和 
maxi | Bu |, | Bill <, maxi | Bol, Ball < e. 
由 引 理 8.1.1, FE PC L(E,, E2), QE LCE,, E; WEE ARTE 
(DN PIA<1, IQI put. 
(2)F, = (idi, PE, Fz = (Q, id;) E; Æ B 的 不 变 集 , 且 由 于 定义 域 是 
闭 集 的 连续 算 子 是 闭 算 子 , 故 F. 和 F, de E KATEN. 
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(3) | BEISA- lel, VECFI, 
| B^!9lz(!-e)Igl, YE F. 
由 上 面 的 条 件 (3), 立即 可 得 


| Bi = lO(BIFO [| xQ-e6)'c«t, 
l Ball = I (BIF) I< (a7 - e) < 1. 
如 果 
E=F F. (8.1.12) 


联合 上 两 式 , 按 定理 8.1.1 有 BEH(E), 即 H(E) 是 L(E,E) 中 的 开 集 . 

下 证 (8.1.12). 任 取 xEE, 使 x — z i+ ru Xx1EE1,X2€ Es, 现 定义 映射 
J; E; DE: >E, DE, 为 

Ky,z) = (zi - Qz, z2- Py, Vy € Ei,x € E; 
由 条 件 (1), 易 证 了 是 E DE, 到 自身 的 压缩 映射 , 故 存在 唯一 的 不 动 点 使 
y= zi- Qz, z= x>¿Ə- Py. 
从 而 
r= zi + x= (y+ Py) + (z + Qz), 

其 中 (y, Py) € Fi, (Qz, z)€ Fa, BR (8.1.12) SZ. D 

TRE BB LER 3625 SEXODUE ER PE ph Ph D] n | 3: R PEBR P RE AX BH BAT 


$8.2 R” 空间 上 的 线性 系统 


R” 到 自身 的 线性 算 子 集 工 (R" ), 赋 以 恰当 的 范 数 而 成 为 Banach 空间 ; 
XER” 上 所 有 线性 自 同 构 组 成 的 集合 为 GL(R”). 设 AC L(R"),EX A 
在 复 向 量 空间 C” 上 的 扩张 映射 A:C” 一 C” 为 

Á(uc* iv) = A(u) +iA(v), Vu,v € R”. 
又 称 À 的 谱 为 A 的 复 谱 , 其 谱 集 合 记 为 o (A). 
A 的 Jordan 标准 型 记 为 
diag( Ai, 7, A,), (8.2.1) 
其 中 


A; EA 的 复 特征 值 .对 于 AEL(R”), 可 在 R” 上 可 选择 一 组 基 , 使 A B8 
阵 表示 为 
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diag( Aj, 7, A,, Bo” B), (8.2.2) 
其 中 A; 同 前 式 , 仅 à ER,j=1, Ut r,X 


6j 


aj; B, 1 0 
-B ME i= |, "|: a B; € R. 
若 不 考虑 排列 次 序 , 则 (8.2.1) 和 (8.2.2) 是 唯一 确定 的 . 

定义 8.2.1 线性 映射 AEL(R”) 称 为 双 曲 的 ,车 o(A) 与 虚 轴 不 交 ; 此 
BF, A 的 有 负 实 部 的 特征 值 的 个 数 称 为 A 的 指数 . 

定义 8.2.2 可 道 映射 A € GL(R”) 称 为 双 曲 的 , 若 

o(A)N S! = @, 

此 时 , 称 A XE S! 内 的 特征 值 的 个 数 称 为 A 的 指数 . 

R” 上 所 有 双 曲 线性 自 同 构 组 成 的 集合 记 作 日 (R”). 

定理 8.2.1 (分 解 定 理 ) # A€EL(R”) 是 双 曲 的 , 则 存在 R" 的 唯一 直 
和 分 解 


C, = 


了 


R"-E(QE' AE = E, AE“ = E*, 
A,7 A |E' fA, = A [E* 的 特征 值 实 部 分 别 小 于 零 和 大 于 零 . 特别 当 A € 
H(R" ) 时 ,存在 R" 上 的 一 个 范 数 || RT | ,使 得 此 范 数 导 出 的 A, 和 
J CA)! |F 1, 从 而 A, 和 A, 的 特征 值 分 别 在 S! 内 和 ST Pb. 

证 明 只 证 AEL(R”) 的 情况 . 选 择 R" 的 一 个 组 基 e1,…,e。 使 A 表 
示 为 | 
diag[ A, ApBp+1' BIC; 71: CDs+1°** D, ], 

其 中 Jordan 块 A;(1 志 ;万 p) 的 主 对 角 线 是 实 特征 值 4;<0,;=1,…,p; 而 B; 

(p*tl«jsq) EXT fadi S TRUE a; ig; 分解 成 的 小 块 
aj Bj 
-B al 
C;(q + 1<;<s)#J EI ff £k Et SE Ap FB 4,20, jJ=q+1,-, s; D; (s + 1&j 
和 rr) 的 主 对 角 线 是 复 特征 值 a; + iB; 分 解 成 的 小 块 
| a B, 
- Bj aj 
令 实 部 小 于 0 的 特征 值 所 对 应 的 基底 e1,…, ev 生成 的 子 空间 为 E', 而 实 部 大 


aj < 0,j = p+ 1,.…,q; 


; aj20,j-stl.r. 
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于 0 的 特征 值 所 对 应 的 基底 eg ,1,…, er 生成 的 子 空间 为 E*. 显然 , E' RE E" 
是 A 的 不 变 子 空间 , 且 


R” = E QE". 

同时 , A, MA, 对 于 基 |e1,…, e,| 和 |e, ;1,…,e,1 的 矩阵 分 别 是 

diag[ A1… AsBp+1'… B, ] 

和 

diag[ C,., CDs D, ] 

从 而 A, FLA, 的 特征 值 实 部 分 别 为 负 实 部 和 正 实 部 . D 
这 里 , 称 定理 中 的 E: 和 E* 分 别 为 A 的 稳定 子 空 间 和 不 稳定 子 空间 . 
EH 8.2.2 H(R”)Æ GL(R”) 中 的 开 稠 集 . 

证 明 先 证 H(R”) 是 GL(R”) 中 的 开 集 .对 任 一 A € HOR")8 
det(A - a1) £0, Vac S!, 

其 中 工 是 R” 上 的 恒 同 映射 .由 于 映射 det: L(C") C 连续 ,所 以 存在 SA) 

>0 与 4 在 C 中 的 一 个 邻 域 U,, 使 得 当 BEGL(R”) 且 上 B-A || «6(1)& 

p € U, 时 , det(B - í41)250. 因 S! Xt, sS di S! 的 开 覆 盖 | U, la € SI 可 得 到 

有 限 个 U, U 使 得 

s! CUD,. 

A 8 - minis (à), ACA). AT, %4 BEGL(R”), | B-A || <8 A 

de(B ~ e1) #0, Vux€ES,, 

即 BEH(R”). 所 以 , H(R”) 是 GL(R”) 中 的 开 集 . 

下 证 稠密 性 .对 任 一 A € GL(R”) 及 e>0 作 
U.(A) = |B € GL(R”)| Í B- AI < el. 

设 A 的 特征 值 为 1 7 AS Ho auos ALTES! 内 . 记 

8; = minllajllj = 1,7, ml, 

8, = minll = là | it = 1,7551, 

84 = minllalla + ig € o(A) N S', a Z 01. 
4 = minló,, 02,041, 显然 8 20.55 0« a € minlc, ë l fE 

B-AtJgl, 

显然 BE U.(A), 且 特征 值 %; + 5€ S! i01, m, BC HOR"), X 
H(R”) 在 GL (R”)88. 0 


下 面 讨论 À € L(R") 导 出 的 流 ,考虑 时 =Ar,zER” 称 Ar 是 Rn EXE 
义 的 向 量 场 , 简称 A 为 线性 向 量 场 . 作 L(R”) 中 的 算 子 序列 
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E, — 2 NES m -0,1,2-- 


利用 A* < | A L5, DEEN E, 收敛 于 Banach 空间 L(R”) 中 的 一 个 线 
性 算 子 , 记 作 et, 


显然 e ^= (et) ! 存 在 .又 记 
A, = CR x R”—R x R”, 
易 知 A, 是 可 微 的 , 且 A ,= Ae L A Cr) eI, AERE BEES ASIE C. E 
简称 A, 为 流 . 
EH 8.2.3 WE ACL(R")ROX Bl] HE, E 和 E* 分 别 是 A 的 稳定 和 
不 稳定 子 空 in 则 A (2) rE, t= +o r€ E" t oR B TR 
证 明 只 证 x € EUM TRU, CA S A TES EA, P HU = 1, H E XE 
8.1.5, 存在 R” 中 的 范 数目 .;R” | 
A = CA TESI <1. 
从 而 当 x EE 时 ,有 
lA GD = HE CA) Q12 Il A" |+] —0 (n— + 99). 
(8.2.3) 
设 0ER”, 则 [0,1]x101 是 RxR” 中 的 紧 集 ,而 A,(z) 是 紧 集 [0,1] x 101 E 
的 连续 映射 , H A,(0) =0. 于 是 , 任 给 e<0, 存 在 6>0, 有 
| y;R” | <= | AG); R“ | <e, Vr€l0,1] (8.2.4) 
R. TÆ, It 820,8(8.2.3)2 Kf ESE no q nZ no 时 
| A Cr); R” | < 8. 
设 1 宇 no; 记 1=n+4,n 之 no,1E€10,1], 由 流 的 性 质 
A(z) = Ai(7) = A(A,(x)), 
联合 上 式 及 (8.2.4) 有 
l A Cx); R” Il = | A;CA,GOXR" || < e, 
Bl rE Ern ”时 Ai(z) 一 0. 类 似 可 证 x € E" 的 情况 . B 
定理 8.2.4 ZER” 上 全 体 双 曲线 性 向 量 场 组 成 的 集合 HL(R7” ) 是 
LR") PIER. 
证 明 XIRS} Exp: L(RT)—GLOR") X 
Expl A) = ef, 
是 连续 映射 .由 于 (es)-!1=e-* 存 在 , 故 Exp: HL(R”) 一 HOR") REX, H 
是 满 射 . 由 定理 8.2.2 中 HH(R”) 是 GL(R”) 中 的 开 集 , 知 HL(R”)= 
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Exp 1(H(R”)) 是 开 集 .稠密 性 的 证 明 与 定理 8.2.2 类 似 . n 

设 R” 上 的 线性 向 量 场 A MBS a SP Hi É VC AEA, MB, , Py [e] Ee B Sg 
h:R” >R” E: A, IB, 的 拓扑 等 价 , 若 ho A,(z)= Bosh (x), V (€ R”, Ë 
中 s(t) 是 1 的 严格 单调 增 函 数 .这 时 也 简称 向 量 场 A 和 B 是 拓扑 等 价 的 .这 
里 利用 拓扑 等 价 对 双 曲 向 量 场 进行 拓扑 分 类 . 

引 理 8.2.1. 设 双 曲 线性 向 量 场 AEL(R” ) 的 指数 为 m, WE R” 中 存 
在 一 个 范 数 | Ru | ,使 得 在 点 zxES”  -Ir€R"I|zx;R"I =1| 处 有 
A(z) 与 S” Bid, Bf 

r: A(z) Z 0, 
其 中 > Sm Uk z 处 的 法 向 量 . 
WEB] ” 设 双 曲线 向 量 场 AEL(R") 的 指数 为 m, 于 是 可 选择 一 组 基 es, 
orem E A 在 这 组 基 下 的 表示 为 
diag( A, A,, B1…B,), 
如 (8.2.2) 所 示 , 其 中 特征 值 的 实 部 全 为 负 . 令 
W(t) = diag(Ai( =, A(t), Bit), B,G)), (€ R, 


Àj 
t 7 
A;(t) = Mon , à, < 0,; = lr, 
t Àj 
Cj 
tI a; B, 
B; (t) = . c= pg ñ 
. 了 J 
tI Cj 
a; < 0,57 = 


使 R" 上 的 线性 向 量 场 A, 的 矩阵 形 如 wo. "o x€ S" Ub, As(x)5 
Sm -1 横 截 .由 于 S” 1! 的 紧 性 , 故 只 要 。 >0 充分 小 , A.(z) 也 与 S" -1! 横 截 .从 
而 , 存在 R” 的 一 组 基 |e… o, e E A 的 矩阵 为 W(s), 重新 定义 内 积 , 令 
(ae) = 65. 取 此 内 积 给 出 的 范 数 为 站 R” | BERT. n 

引 理 8.2.2 UA MB 是 R” 上 指数 为 m 的 双 曲 线性 向 量 场 , 则 存在 一 
个 拓扑 共 斩 h: R” >R” IË 

h°- A, = Beh, Vit €R, 

其 中 A, 和 B, 是 A 和 B 分 别 导出 的 流 . 

证 明 设 A 和 B 的 指数 为 m, 于 是 A 和 B 的 特征 根 的 实 部 全 为 负 . 由 引 
理 8.2.1 FER” 上 的 范 数 上 .和 中 12, 使 得 A 和 B 分 别 与 
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St!-ire€R"ll|zl,-1! 


| 


和 . 
SZ = |r € R”| lzi = 1! 
横 截 . 记 A, fl B, 分 别 是 A 和 B 导出 的 流 . 由 定理 8.2.3 24 z € R” N 101 时 ， 
lim Az) = 0, lim | AG | = o, 

由 横 截 性 , Orba (0243 ST ^! 交 于 唯一 一 点 , 即 

3!lio€E RSA- (z) € ST. (8.2.5) 
同 理 , Orbs (z) 与 S? ! 交 于 唯一 一 点 . 

定义 上 映射 及 :SY I—Sy H h(rz)=<z/| zl, Vz€Sr SA h JÉ 

WSPIA S? 16] RE. SE SETA SIR" E, 59 n (0) =0, 然 后 对 zE 
R” \ (OLU ST !), 取 (8.2.5) 中 的 10 令 

hlr) = B, ° h ° A, (x), 
SERA ETE, 且 可 以 证 明 


ii 


h °A, = B, ° h. 
下 证 上 A:R”" 一 R” 连 续 ,对 任 一 rER”\ 10|, 取 | alz- C R” fix, > 
x(n-9o).XI z, 利用 (8.2.5), 存 在 唯一 的 1, 和 toER 使 
AGO ALLG) € sr, (8.2.6) 
其 中 已 一 上 0o(a2-*co). 由 流 的 连续 性 , 有 
A, En) >A Lr), no. 
HJ h:ST 1! 一 S32! fS] RE, MCRIRHCS.2.6)8 
h CA, Gr, )) >A (A , (2), n>, 


.从 而 


h(x,) = B, ° h ° A- (ra) B, oho A- (z) = h(x), 

Hl à f£x € R" X 101 处 连续 .hh 在 原点 的 连续 性 可 利用 定理 8.2.3 及 S7 ff 
紧 性 而 得 证 类 似 可 证 h gg EE. n 

定理 8.2.$ 设 向 量 场 A, BEL(R”) 是 双 曲 的 , 则 A 5 B 拓扑 等 价 的 
充 要 条 件 是 A 与 B 的 指数 相同 . 

证 明 ” 先 证 充分 性 . 设 双 曲 向 量 场 A 和 B 的 指数 为 r, EX, Es MEA, EB 
分 别 为 A 和 了 的 稳定 子 空间 和 不 稳定 子 空间 , 由 定理 8.1.5 证 明 中 稳定 子 空 
间 的 生成 ,有 

dimE5 = dimEB = r, dimF% = dimE$ = m - r. 


按 引 理 8.2.2, FEB] h, : Es — Es fi h, : ES EB 使 
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h e A=B oh, V€ R, 
h ° A* = Bee hao VEER, 
其 中 A;= (A E), ERM. X E LRI h: EDES ESQDERS 为 
hlz, + x,) = h(x) + hu (x). Vr r. + ra z, € Es, xz, € E". 
WAR h Æ R”>R” 的 同 胚 , 且 是 从 A, SI B, BHII, 事实 上 , 对 任意 一 个 
r= x, +=x,C R”, # 
h > A,(z)= h ° AG, + xu) 
= h. ° Aj) + h, ° A! Gri) 
= Bh) + B£ hg) 
= lh, < h( x), V: € R. 
下 证 必要 性 .由 定理 8.2.3 有 
r € EcL,G)- 101. 
4 h:R” >R” EA 到 B 的 拓扑 等 价 ,由 A 和 B 的 双 曲 性 知 其 只 以 0 为 奇 点 ， 
W h(0)=0. 4 pE EX 时 ,有 
L,O CC) = TACLE) 
故 ACC) € Ep, BH 


li 


I^(0)t = 101, 


h (Es) C Eb. 
[E EE, 4$ h (ES) CC Es MM, h EL: EX Eb 是 一 一 对 应 的 , 故 
dimEA = dimE$, 
即 A 和 B 有 相同 的 指数 . Ü 
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定义 8.3.1 Z U BE Banach 空间 (E, | * OPERE, a € U, 映 射 f€ 
CU, E) a 为 不 动 点 ,如 果 导 算 子 A = Df(a ) 是 双 曲 线性 映射 , 则 称 a 为 
Ff 的 双 曲 不 动 点 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,不 妨 设 a = 06€ E. 事实 上 , 如果 f(a)=a, 则 令 F(x) 
-f(x)-a, THÉ r=0 是 F(z) 的 不 动 点 . 

设 (E, lE ll FICE, ||; F | Æ Banach 空间 , 记 

CUE,F) = |f € CE, F)| supll f(z);F I| <+ 9l, (8.3.1) 

赋 以 范 数 
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|l fll, = sup | FC F |l (8.3.2) 
而 成 Banach 空间 .不 言 而 喻 , CS (E) — COCE, E). 
设 AEH(E).E 关于 A 不 变 的 闭 线性 子 空间 的 直 和 分 解 为 
E = EOE". (8.3.3) 
XHE— +€ E, d$ 
r= oret ro, € Et, xr, € E". 
按 定理 8.1.1, 可 设 


1A = AI 本 1 及 rz<1， Hal] = ICAIEO ! | e«t, 
(8.3.4) 
该 处 取 与 外 ;五 | 上 等 价 的 范 数 
lx d = maxi l z |, dus Ed, (8.3.5) 
记 投 影 算 子 p € L(E, E) flü p, € LCE, E" f 
ba = EN (8.3.6) 


于 是 ,相应 于 E 分 解 式 (8.3.3) 有 CY(E) 的 直 和 分 解 
CE) = CE, E) OQ CUE, E"), 
对 任 一 JE Ch(E), 有 f= fi fu E 
fix) = p. f(x) * puf) = f(r) + f(r), Vx € E, 


(8.3.7) 
其 中 记 /=p*f,f=pu*f.T 是 ,由 (8.3.5) 有 
| fll, = sup | fx) ll 
= supmax | AC), HFCr) MI 
= maxi | f. la. d 7A (8.3.8) 


首先 给 出 Hartman E PERS T 88 4) Hr uE UJ, BI Pugh 定理 . 

设 (X,9) 和 (Y,d) 是 距离 宝 间 , 称 f: X — Y 是 Lipschitz 映射 ,如 果 存 在 
a 20 使 得 

d(f(Cr ), f(x)) aó(x,x), Vz ,z € X, 

则 称 使 上 式 成 立 的 最 小 非 负 实数 a 为 上 的 Lipschitz 常数 , 记 为 Lip( f). 

引 理 8.3.1 (Lipschitz ŽIR E) (E, || |) 是 Banach 空间 ,映射 
A€L(E,E)RI o DAHA Lipschitz BE], H 

Lip) < ATICI, 

则 g=A+ 少 和 8g HETH Lipschitz 映射 , 且 
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1 
I| AI E- Lip( g) 
证 明 ilo--A tg, XI -ERACE 8 
lez -a)l < lA" llLip(g)lz-al, Vx € E, 


Lip(g ') < 


故 
lel s Lipp) ll A"! ll < 1. 
B ([10],193 页 ), 知 T- 9 TŽ, For í cS C10 ] PS ERE SEC, BD 
g's(A«g)!-(-9)'*A' 
存在 , 且 
1 
la l| 7! Lip(y) 
成 立 . ti 
定理 8.3.1 (Pugh 定理 ) 8 AC H(E), Mi p,p ECE) E 

Lip( e), Lip( 9) < minf1 - r, | Aq 

则 存在 唯一 的 € CQ(E), EEM h = id + 9: EC E, WE 
h° (A 3 @) = (A + 9) ° h, (8.3.9) 
B A+ 2 SA + ç futbits. 
证 明 如果 存在 唯一 的 7E CEE 

(id + 3) (A+ @) = CA + g) ° Cid + n). (8.3.10) 
jd h= id q, HU (8.3. 9) LZ XT, h: E ~E 是 同 胚 .事实 上 ,在 (8.3.10) 
中 交换 o 和 y 的 位 置 后 , 存在 唯一 的 £ € CT CE) S 

(Gd + ë) ° (A + @) = (A + @) ° Cid + £). 
联合 (8.3.10) 可 得 

(id + &€)(id + 3)(A * 9) = (A + p)lid + Ẹ)(id + n) 


. o A! 
Lip(g 1) < L | " x 


或 
(id + (A + g) = CA + g)Cid + t), (8.3.11) 
其 中 
£ = n * Eid + 9) € C&CE). 

而 在 算 子 方程 (8.3.11) 中 ,由 解 5=0E C2(E) 的 唯一 性 ,有 

(id + &)(id + q) = id. 
类 似 可 证 

(id + q)(id + £) = id, 
从 而 :E>EE 是 同 胚 . 

下 证 算 子 方程 (8.3.10) 在 C8(E) 中 存在 唯一 解 n. H(8.3.10)í9 
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7*(A*g)- A*m* ps (id * p) 9. 
投影 到 E ME 上 , 并 注意 到 A q5 A, 0s, A097 A79, 有 
g, ° (À + @) = A, ° n, +g ° Gd + n) — ps (8.3.12) 
T. ° (A + p) = A, ° qu + du ° Cid + 7) pu (8.3.13) 


H Lip(g) € lA! | 及 引 理 8.3.1 知 (A+9p) :存在 且 是 Lipschitz 映射 . 


在 (8.3.12) 中 ,定义 F,:CE(E)--CSCE, E) 38 
Fn) = p, ° (A + @) - A, ° 7, 
=(p- A, ° 9 ° (A + 9) D*(A + g) 
=(id —- G,) ° n; ° (A + 9) 
其 中 G,:C3(E, E)-CTCE, E) E 
G, ° n, = A, ° g ° (A + 9), 
且 是 可 逆 线 性 算 子 , REST UN 
G7! ° & = Aj 65(A + g). 
w 
A= {y€ Ely - (A*g) (x), Vx € El, 
又 取 c 如 (8.3.4), 有 
lG, ° |, = lA *«*(A* gl, 
<r sup | 9s ((A + e) '(z));E || 
= r sup | y (y);E | 


«rl. 

Af ll G l| xe «1, & id - G, e3t, H. 
I G2 =- GJP KA- e. 
于 是 , 线性 算 子 F, 有 线性 逆 算 子 ， 
F;(£)-(id-G)!*&*(A* 9), 

H 

| FS O0! 
利用 F, 将 (8.3.12) 改 写 为 

7; = 3), 
Hp 7, CUE) > CE, E) N 
dq) = F;' o (g, ° Gd + 9) - 9). 

于 是 


(8.3.14) 
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四 有 (7) — XC D < rL Lipy) la- gil Ypg E CE). 
(8.3.15) 
又 在 (8.3.13) 中 定义 F, : CI(E)->C9(E,E*) 为 
F,(9) = A, ° qu 34 * (A + €) 
=A, ° (g, ~ Av ° qu (A + @)) 
= A, ° (id ~ Gu) ° m 
其 中 G. :CS(E, F“) -CÓCE, E') 
G, ° m = A ° 9 ° CA + 9). 
注意 到 外 AL! | ex t, ERE | os 过 rr; 类 似 前 证 ,线性 算 子 FL! 存在 且 


T 


l-r 


| ESI 
利用 F. 将 (8.3.13) 改 写 为 
Qu = AC). (8.3.16) 
HP 7,:CUE)> CE, E") H 
Sp) =- F,! ° (2, ° (id + 9) - pu). 
于 是 
aR — AD |, < » ;Lip( 9) ly- glas Yg gE CKE). 
(8.3.17) 
EX 7; CG(E)-- CQCE) XN 
3) = 4G + 5G. 
对 任意 7 t€ CLE), FUB(8.3.15) (8.3.17) 4f 
IA - 9C ||, = sup 1969) - XCOGOGSE | 
= sup i GO) = IEN) + 3, Q)G) - 2,COG E | 
= supmax | | A (m) GO 一 T(E rE | , | S, (g)x) 


-TEEN! 
= maxi || Z, Gp) - 9,CO las MaA - 2,CO ol 


< ipg) ly Clu 
HO- r) 'Lp() <1, 8 TCE) CE) EKR RI, YE CE rn fr de 
唯一 不 动 点 9€ C6(E) 使 

9 Dx 
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或 
Js = IG), 9. = 3,9), 
即 算 子 方程 (8.3.10) 在 CS CE)'F BE. ] 
推论 8.3.1 RACHE), WFE e>0,4 BELCE, EDHI B-A | 
«e Bf, B 43 A dE 0 ri for iR Ye dt 6. 
证 明 取 e€R 满 足 条件 


0<e< J minll- z, lA. 


*XIFBC€O,(A)-IBEL(E, E)! I| B-Al «ei, $ 
(B A)r), lz db < 1, 

eo? - Ta Agp dPalbmih 

容易 核验 pECE) H 
Lipp) 2l] B- Al €«2e« mill - c, lA TION 

对 于 y=0 的 情况 ,应 用 定理 8.3.1, PAA + o 与 A dRTPOESE, IRATE O (0) 
=|xrEEl æl <1 ER, ACA + p)low= B, AEO ARET A SB 
Wiai3t gu . B 

下 面 将 给 出 利用 Pugh 定理 证 明 的 Hartman 线性 化 定理 . 

不 妨 设 fe C1(U,EE) 的 双 曲 不 动 点 是 0€E E, 即 f(0)=0 H A= Df(O) 
€ H(E). 

引 理 8.3.2 iZ E E Banach Z Ë], UU 是 EE 中 含 零点 0 的 开 集 . € 
CICU,E) 以 0 为 不 动 点 , 记 A = DAF(0), 则 对 任 给 s>0, 存 在 零点 0 的 开 邻 域 
VCU 和 gE CLEE Lip o) «e, B f-A* e 在 V 上 成 立 . 

证 明 WRR aE Co (R), WERI 

P W| Siha) =0 Áli a0). 

2° la (GOL <ER E22), VIER. 

Mi lalt) se, V (€ R. Xi 
f = Df(0O) + g = A + g, 
故 V0)=0, 且 DuV(0)=0. 任 给 se>0, W + >0 fE 
B, = la € Ell El x rt C U, 
使 
|l Dyl) l] < e/2k. 
定义 映射 oL EE 为 
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p(z) = «(yc V< € E. 


B V =B, TE V taad), V x € V, Bil 
f^At*9 
在 V 上 成 立 .下 证 Lip(p)<s. 对 任 给 的 x,x EE, 分 三 种 情况 进行 讨论 . 
情况 1” 若 xz,x'€B,, 则 
le(xz)- lz’) Il 
= pacbzlyuoy -adya à 


< liedal) - Eb - yc» 


+ late by) - ei» 


< Lr gel + 


«elzx-zxl. 
情况 2 车 xE€EB,, 而 zB,, 则 存在 yEE,| yl =r, gl. l< 
|z-z l, HH g(x )= p(y)=0, 利 用 已 证 情况 1" 的 结论 ,有 
lez) 7 eG) ll 
= le(32-9oG)l €elxz-yl €elz-zl. 
情况 rx €B, 则 
le(Gz)-eGOl 20€«elz-xl. 
综合 上 述 有 Lip( e) X e 成 立 . U 
定理 8.3.2 (Hartman 线性 化 定理 ) (E, ll - 1) 是 Banach 空间 , UC 
E 是 含 零 点 0 的 开 集 且 0 是 fe Ci'(U,E) 的 双 曲 不 动 点 , 记 A = Df(0), MI 
存在 0 的 开 邻 域 V MARHA: E >E 使 
h:flV-AshlV 
成 立 , 即 f 与 4 在 0 点 邻 域 V ARRIEN. 
证 明 由 于 A=Df(0)EH(E), 使 (8.3.3), (8.3.4) 和 (8.3.5) 成 立 . 取 
sER 满 足 
0< e< minji- zr, I AITH, 
及 引 理 8.3.2 中 的 o ABEM 8.3.1, HERE h= id + q: EE, 
h- (A+ọp)=A°h 
限制 在 引 理 8.3.2 中 给 出 V 上 , 有 结论 成 立 . 0 
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为 了 讨论 双 曲 不 动 点 在 C! 类 小 扰动 下 的 不 变性 质 , 首先 给 出 隐 范 数 存 
在 定理 [t051 . 
设 A,X 和 Y 是 Banch 空间, 映射 f€E C1(A xX, 了 ) 使 方程 


f(Aa,7) = 0, | (8.4.1) 
当 A=A0EA BF, AR x= zoE X, BE . 
f(Ao, ro) = O. (8.4.2) 


3]8 8.4.1 设 开 集 UCAAX X, (40, 19) € U, BRE f. U 一 Y 连 续 , 导 
AT D,f(A, x) ff t£ B. YE (Ag, Xx0) 点 连续 ， Df (Ào, zo): X> Y TEE PRG, 
则 存在 r, ô >0, 848 || A — Ao | <8 时 ,方程 (8.4.1), (8.4.2) E || x- xo | 
<r 内 存在 唯一 连续 解 . 

证 明 设 M>0 使 

I CD fA x9)! ll < M. (8.4.3) 
由 DAA, x TE(A o, zo) 点 的 连续 性 .存在 r, ó 20, 5 
AE Ojo) = la C Alla — Al < 8l, 
r€ O,(zo) = |z € XI |z - zo ll < r! 


时 ,有 
| D, fa) = D, fQo, zo) < zi (8.4.4) 
H f(A, zo) 的 连续 性 , 可 要 求 À € Os(X0o) 时 ,有 
lf 9 || € zy (8.4.5) 


对 任 给 的 X€ Oslo), ELI 9: OL Cro) X 为 
g(A,x) = x - ID,f(Ao x99] ! f(A, z), 
EHO r= rE X| || z- xoll <+! Ë Banach 空间 X 中 的 闭 集 .下 证 
p(X4,z) 在 O,(z6o) 内 存在 唯一 的 不 动 点 + = zx(A), 即 是 (8.4.1) 的 唯一 解 . 
首先 , 当 | r- roll <+ 时 ,由 (8.4.3) 和 (8.4.4) 有 


| Dp (a, 22 0 
= || id — [D f0 x0)] $ D. f(A zx) |l 
<| [ID,f(Ao zo0)] ! ll * | Dafo xo) - DfA, x) |l 


1 


<> 
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即 p 在 D,(zo) 内 压缩 .其 次 ,由 (8.4.5) 及 上 式 又 有 


| eG zo) -zol < ISA rD | 1 fa. xl < T. 


2 
| e(A, x) - eG, zrol < ,SUB l D.oCA x2 ll - lx — xoll < > 
i rr 0 Sr 
MT, "4 | x — xo | < r 时 
lga, x) — zol 


<| gA, x) 7 eO, ll + | g, xo) 7 zol < r, 

Bl 9: O, Cro)-* O, Cao). 

据 压缩 映射 原理 ,对 任 一 4E€ OS (A9), p 在 0,(zo) 内 存在 唯一 不 动 点 z 
—7 2(1)€ O,(x9) H. 397 x (A9). 

RH, WEr= z(A)£E |a — ao | <o AER. 3C E, TER, A € 
Os (A9), did x4 9 x (A1), x3 8 (A3) H ri, 12€ 0,(20), FÆ 

lxi xl = g(a, xD -gQ x2) | 
<lenz - oA x2) + ÜM eG x27 922 


1 
=< | X) — 2 | 十 | p(Ai1, x3) 一 @(À2, x3) | , 


故 
| zx(A1) 一 r(À3) | = | TI 2 |! x2 ! là x2) 一 9p (A2, T2) | , 
H p 关于 4 的 连续 性 ,从 而 x = r(£ O(40) 内 连续 . D 
i U 是 Banach 空间 (E, | :五 | ) 中 的 开 集 ,0E U, 对 于 正 数 86>0 记 
O (0) = Ix € El i x ll < 6l, 
Xi fCC'(U,E), $ F- id - f, XT FEX e0, id, 
O(P) = lg € C(QU, E) llg - Cl < el, 
O.(F) = IGE C(U,E)I l G- F,C! | < el. 
定理 8.4.1 在 上 述 记号 下 , 若 0EU 是 f€E Ci(U,EE) 的 双 曲 不 动 点 ， 
则 存在 e, 6 >0, 使 得 任意 g € OE O;(0) 中 存在 唯一 不 动 点 cE€ O,(0)C 
U, 并 且 c E g 的 双 曲 不 动 点 . 
证 明 设 A=Df(0)EH(E). 由 命题 8.1.1 结论 (3)， 
DF(0) = id - Df(0) = id ~ A, 
FEAR, YW gE) W G= id - g WU 
lG-F;Clz-lg-f6clx«e. 
Bl GE O,CF). 
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kHA-C(U,E),.Ao- FCA, x9 20€ E, Ek A X E 'PEJOT S8 W, fi 
(Ao, r9) € W. 5E X. 9: W E J 
gl, r) = Alr), V(A,)€ W, 
Drol, x) = DA(r) 
存在 并 在 (40, ro) 点 连续 , H. 
Dip(A,z)la = DF(0) = id — A 


存在 有 界 道 . 于 是 ,由 引 理 8.4.1, FE e, 8>0, 3HE- g€ OC, BI G = id 
-g€O,(F),ff fEnE —WJ c€ O, (0)C U 使 
€(G,c) = 0, 
即 
g(c) = c. 

下 证 g 的 不 动 点 c 是 双 曲 不 动 点 .由 定理 8.1.4, H(E)Ë L (E, E) PROF 
集 .由 所 设 A= Df(0) € HCE), EXE 950,74 B€ O4,(A) - |B€ L (E, E)| 
| B-A || «25! B€ HCE).lE]BE, 要求 上 述 e,0 20 还 满足 条 件 : 

(1) 由 Df(x)f& x =0 点 的 连续 性 , 当 > € Oos(0) 时 ,有 

| DEC) - DAOI = | DfCGz) - A ll < g. 

(2)e<7, FÆ g€ OLCO, A 

| DgG) - Df(z);E | < lg - fC e< y. 
从 而 , 当 c€ 0O;(0) 时 有 

| Dg(c) - All < ll Dg(c) - DAOI + | DfCc) - A || < 2g. 

BB Dg(c)€ O(A), t Dg(c)€ HCE), c 是 g 的 双 曲 不 动 点 . n 

利用 Hartman 线性 化 定理 , 可 以 得 到 双 曲 不 动 点 的 局 部 结构 稳定 性 . 

iX U 是 Banach 空间 E 的 开 集 ,映射 fE CI(U,E) 的 双 曲 不 动 点 是 0€ 
U. 称 f 在 0 点 邻近 是 局 部 结构 稳定 的 ,如 果 存 在 e,6>0 对 任 一 g€0.(7)， 
在 0.(0) 中 有 唯一 双 曲 不 动 点 c ,使 得 了 和 g 各 限制 在 0 点 邻近 和 c 点 邻近 
时 是 拓扑 共 罗 的 .这 时 , 简 记 为 

f z. 

定理 8.4.2. (E, | 5; E | )Æ Banach 空间 , U JE E 中 的 开 集 ,0E U 

是 FE C'(U,E)WJ MEI AS BJ AR, 则 存在 0 点 的 邻 域 U CU, BET. F PRIBITEU' 
-是 局 部 结构 稳定 的 . 

证 明 BIXEE 8.4. 1, ££ 1E 6,0 20, EE z€ OLCÉ HE O(00 CU rH 

具有 唯一 的 双 曲 不 动 点 c. 取 0< 9 «0 使 得 在 中 有 
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Olc) = Iz € Ell x - El < 9l C O(0) C U, 
ii 
g(=z) = g(r + c) —- c, 
显然 
g(0) = 0,B B = Dg(c) = Dg(0) € H(E), 
即 0 是 的 双 曲 不 动 点 . 按 下 式 定义 平移 z; E— E , # 


r(xr) xc 


EHE, 显然 
r(0) = c, 
r: O, (0) > O,(c), 
r:8(O,(0)) > g(O,(c)), 
HE O,(0) 上 有 


E=sr'eger, 
Bl g 在 O,(0) 内 与 g ERREAK, H ih TROC SE 89 ERE TERR, R 
证 在 O,(0) I g 5 f état tuis. 
id A= Df(0) € H(E), HEA 8.3.2(Hartman 线性 化 定理 ), RER n 


同时 还 满足 ,在 O;(0) 内 有 


成 立 . 
另 一 方面 , 由 推论 8.3.1, 存在 7Y>0 使 
B€ IBE L(E,E) IB - Al « yl-A £B, 
因此 ,可 取 上 述 e >0 足够 小 ,同时 满足 
lA-BI = I Df(O - DgCoe | 
< I DFO) - Df(c)l + ll DfCc) - DgCo) || 
<7, 
从 而 
A ZB 
成 立 .联合 上 述 诸 式 ,使 得 对 恰当 选取 的 $20 有 
f AB; 
成 立 . 即 存在 U = O,(0), 848 了 限制 在 U 上 是 局 部 结构 稳定 的 . ü 
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设 U 是 Banach FË (E, || ;五 上) 中 的 开 集 ,0E U; f€ C'CU, E)ÆA 
U 到 f( UU) 的 微分 同 胚 , 且 0 是 了 的 双 曲 不 动 点 , 记 A = Df(0) € HE). 
E 关于 A 不 变 的 闭 线性 子 空间 的 直 和 分 解 如 (8.3.3), 也 记 为 
E = E xE", 
这 时 , 对 任 一 rEE, A 
rc (x, Tuh r, € E, x, E E*. 
必要 时 , 按 (8.3.5) 取 的 等 价 范 数 , 按 定理 8.1.1, 可 要 求 (8.3.4) 成 立 .对 正 
数 a >0, 记 
B= l E Ellr xal = Bx Bz, 
其 中 
B = B, N E:, B“ = B, N E“. 
定义 8.5.1 W f:E— EAr, f(0)=0, 则 f 在 0 点 的 稳定 流 形 
W'(0, f) 和 不 稳定 流 形 W*(0, f) 分 别 定义 为 
WO, f) = |z € El lmf(r)=0| 
和 
W*(0, f) = 1x € El lim f *(z) = 0l. 
定义 8.5.2 B UCE EORR, f: U— FCU) RAT I8] BS, F(0) — 0, Dj 
上 在 0 点 对 邻 域 U 的 局 部 稳定 流 形 Wu (0, 了 f) 和 局 部 不 稳定 流 形 Wi (0, £5) 
别 定义 为 
Wi(0,f) = lr € EIf*(x)' € U, Vk > 0l 
和 . 
WEO, f) = |x E EIf *(3)€ U, Vk > 01. 
# E xR iu S P, 4 S E 3 BH gi dS BJ 0 x sk FE, nfi Wu (0, £02 
Wi(0) 或 WU, 其 他 类 似 . 
例 8.5.1 i$ A: E— E 是 线性 自 同 构 , AC HCE), M >€ E: BF, # 
A*r — 0, 24 k — 00; 
x€ E“ 时 ,有 
A te — 0,34 k —+ co 
而 对 于 其 他 y€ EN(E' UE“), y=0,#8 
| Aty l| — œ, 3 b — co sk — co Bf, 
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W'(0,A) = E", W"(0,A) = E". 
例 8.5.2 it fCC'(U, E,,0€ U # f 的 双 曲 不 动 点 .根据 Hartman 定 
H, Æ B, PER a 0 足够 小 ,使 E EARE h: h '(B,)-- B, H 
h | f|V = A ° h| V, 
其 中 V=h71(B,),A=Df(0). 由 
Wi (0,A)= B, N E = Bš, 
W&(0.A) = B, N E" = Bš, 


Wy(0, f) = h ! (B), 
Wy(0, f) = h (Bš). 
命题 8.5.1 设 Wi Wi 2 3 E GA Fe] S f 在 双 曲 不 动 点 0 处 的 稳定 
流 形 和 不 稳定 流 形 , 则 对 足够 小 的 U, 有 


Wi = |z € f QD L[fG) 0,3 o + oo 有 


H 


b= le € fU COD LEG), bo + o], 
从 而 
Wu C W'(0, f), W C W"(0, f). 
证 明 [CUERO HOC Wi 显然 Wi 刁 Wi, 下 证 
Wi; c Wi. 


XHE— +€ Wu, 8 FG)€U, V &z0, Hl 


r€ I 00. (8.5.1) 
同时 , 由 Hartman 定理 ,对 足够 小 的 U, PERM h:U- V = A (U), Ë A= 
Df(0)# 

he f= Ateh, Vk ZO, 
在 U 上 成 立 . 由 üG)€U,V£&z0, 8 

A'(h(x)) = hCÉF(x)) Eh(U)= V, VÀ Z0. 

从 而 h(x)E WV(0,A) - VNE'( 见 例 8.5.2), 于 是 

At(h(z))—0, k->+ œ. 
由 于 A 是 同 胚 , 且 A(0) =0, 故 

f) = hA s hla) 90, bom o. 

联合 (8.5.1) 有 z€ Wi, HI Wu C Wi 从 而 结论 成 立 . 0 
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命题 8.5.2 iZ U 是 Banach 空间 巨 中 含 0 点 的 开 集 ,0 ECU, 
E)WJ T SER, U> UEMA M, WEF 65>0 RAE h. E— E 使 
Wy(0,f) = Rh (Bi), W%*(0, f) = h '(B}), 
其 中 V=h (Bj cu. 
证 明 iD A= D/(0)€ HCE), TE Hartman 定理 ,存在 6>0 及 同 胚 映射 
h;E—E fn(0)-0, HE V= '(B,)CU 上 ,有 
h- fV =< Ach V. 
WE z€ Wy(0, /), A 
Px) EV =h (Bj), Vb z0 
或 
Ato h(x) = he Flr) E B. Vkz0, 
BI a(r) E Bi = B, YE, MT z€ h (BL), lk 
Wy(0, f) C h (Bs). (8.5.2) 
Z, XE <€ h (B) EI h GO) € Bi = Wi (0, A), Mi 
FG)-Rh!5A 5 h(r)- 0, ËE—+ oo, 
H 
Px) Eh (Ba) = V, VREO. 
故 z€ WV (0, f), Bl 
W. (0, f) Dh (Bi). 
联合 (8.5.2), 有 
Wi, f) = h IBE) 
成 立 ; 类 似 可 证 后 -一 结论. D 
$58) 8.5.3 UE p2>0, f= A+ Ji Bg E, W É 


Lip(g) < £ < min[1 - 2E 1-1), 
其 中 A=Dr(OE(CE) 满 足 8.3.4), 如 果 zr , x € Bg 使 
lxx | md xol. ca oc. tm == r,+ x, 
DU 
lf.) fao E ze Gela, xa 
lf Ge D — fao E m J| AGO- f(x). 
WEB] 首先 , 证 结论 第 一 式 . REE, di 


|= -xl = maxi ll z -zl ll xu xui zx 一 el 
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及 
lz, -x,l = lAZ * AG, 7 zl < r l A,(z', - z,) lI, 
# 
Jl fuz) = f. (z) SHA Eu z.) || - H yx - pr) 
Sr |z, - =! -elr -zl 
=(r!- e)l zu- zul 


成 立 .下 证 结论 第 二 式 .事实 上 , 由 结论 第 一 式 , 有 
fr) KGO || < | AG, - x04 + H x 7 gla) 
=<(r+e)l z-a |l 
=(r+e)l z, - z. | 


THE 


S l f(x)— f, GO HL. 
注意 到 rz+ese<l1<r- !~e 有 结论 第 二 式 成 立 . ü 
下 面 讨论 局 部 稳定 流 形 . 将 前 设 fE C1(U,EE) 表 示 为 /=A+y,A= 
Df(0)€ E, Afi y $E C! 类 上 映射, 且 


y(0) =0, Dy(0)= 0. 
由 于 Dy 的 连续 性 ,对 任 给 的 。>0, 存在 8>0, 使 在 紧 集 B, 内 Dy(z) 一 致 连 
续 , 即 
| Dy(z)- Dy(y)| <e, Vx,» € Bs. 
特别 有 
l Dj(x)l <e, Vx € Bg, 
从 而 在 Bs W, p Æ Lipschitz 映射 , H 


Lip( 4) < e. 
在 后 面 的 讨论 中 ,特别 取 90 使 
Lip( 9) < e < minll - e, 1&7 - I. (8.5.3) 
设 集 合 SCE, 记 
FS) = jr = Ir.laso C Slr, — 0,35 n — œ}. (8.5.4) 
X S= E B, ESEPTA ELMAR, 并 赋 以 范 数 
ll = sup | rE | <+ oo 


而 成 为 Banach 空间 , BeCE 是 E 中 的 闭 子 集 , 故 7( Bg) 是 7(E) 中 的 闭 子 集 ， 
因而 是 完备 子 集 . 
简 记 f 在 0 点 对 邻 域 Be 的 局 部 稳定 流 形 为 Wi(0, f), 由 命题 8.5.1, 有 
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x € W&(0,f) 9r = lr, = f'(x)]1 € 7(Bg). (8.5.5) 
对 于 r= ir, =f) € #(Ba)E X35836 
pir F> ro = x, (8.5.6) 


有 ze Ws(0, f). TIR o 是 线性 映射 . 
如 果 ,9(Bs) 有 =ir 7 f Gi)l07-9, Bl 
ra = CA + 9f" (x) = Ar, + @(r,), 
将 其 分 别 投影 到 E ME" E, 记 
r, = (rase Pau): r,, € E,r,,€ E", 
Gru) = (@,(r,), @,(r,)), (n) € E palra) € E". 


得 
Tn,s = AT. 十 dira» re = Tt, n = L2, (8.5.7) 
Tau SAn Tasha T Au Pulra), n = 0,1, (8.5.8) 
由 (8.5.7) 得 
n-! 
ras = (A "x, + BAD pr), n = 52," (8.5.9) 
j= 0 


其 中 ro ,= z,. 由 (8.5.8) 得 


Yn,u 一 (An) raim,u > (A,) 77 "9, r3), 


其 中 m21, $ m— oH 


=- DNA) TI), n=0,1,2,. (8.5.10) 


j=n 


对 于 任 给 的 ~= jr1y-oEy(Bp), 分 别 记 形 如 (8.5.9) 和 (8.5.10) 的 右 
端 式 为 ra ,和 mv. 于 是 定义 映射 F,: BX $ (Be) >E AN 
F, lar) = (ass Tnu) Yx, € Bir E F(Bp), n=0,1,. 
(8.5.11) 
aj 8.5.1 记 F(zxs,7r)= 1F, (zx,, r)0Hz-o, WF :B} x %( Ba) >K Ba). 
证 明 设 zx,EB3,r=|r,|E9(Bg). 首 先 ,由 (8.5.10) 式 的 右 端 表达 形 
式 和 (8.5.4) 式 有 


lz. SDA pr) I 


Tn,u 


ACA 


— . = EP 
<T ep yl, 2-291512. 
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由 于 ~EY%(Bp), 故 
|=. mE n =0,1,2, B r. | — 0,34 n- om. 
(8.5.12) 
其 次 , ro, = x, E Bg. BE Ox m <2, 由 (8.5.9) 的 右 端 和 (8.5.4) 式 有 


— soU 
|=. SHAN” dud + 2E A Ln | se) | 


LED SEE TCR Srl go) 


<p tpe”? ez spl rj. 
注意 到 r € Z( Ba)Bf,, 有 sup Ir ll —0€m--99), 在 上 式 中 先 令 n 一 ,再 令 
m-> 吕 有 
lra l — 0, n>, 
成 立 .联合 (8.5.12), 并 记 Fpa r) = ra = Guo ras 
lr, = max Iras l, Irau 110, n co, 
Br-liriCAE). TED» | «8, iir € KB). B (8.5.12) RA 
|=. | Bt zo 成立 ,因而 只 须 证 上 7x,; lg. 对 n20 成立. 事实 上 ， 
To= 2, € Bb, 而 由 
Tes 7 Aras t di ra), 
有 
Iza | < PAN rg @(0) S Ce e) raa ll. 
由 于 z+e<1, | rol 委 8, 可 施 归 纳 于 ”得 
[r <8, n = 0,12,… 
从 而 结论 成 立 ， 0 
引 理 8.5.2. XHE— (zr, r) EBX (Bg), r= | rai n=0 FE y, € Bg f 
= f(x yer = Flrsr). 
WEB] 由 (8.5.9) 和 (8.5.10) 式 , 知 必要 性 成 立 ,下 证 充分 性 . 取 


- XA TG), (8.5.13) 


如 (8.5.12) 中 由 | <8 的 估计 , 可见 y, € B$. 为 核验 y, 满足 
Ya. — fy Yu) 
下 施 归纳 于 n. EAR n = 0 时 ,上 式 成 立 ; 设 上 式 对 n 成 立 .于 是 ,对 n+1 有 
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Fn 7 Fral Xs, r) 


= (A At, t DAP VG] 


- A, 2 A, T pC) + dun] 


= (A,(r,,,) + n Aulrnu) + uG ru) 
= f(r,) 
= Ff Gy) 
成 立 . D 
引 理 8.5.3 É F:B;X I(B) >F (Bp) 如 前 定义 , 则 存在 g^ € [0,8] 5 
唯一 的 C! 类 映射 e: B; T7 (Bg ) 使 
F(xz,g(x)) = g(x), Vx € Bg. 
WEB] 置 映射 D: Bx (Bj) -7 (BN 
@(xz,r) = r- F(x,r), V(x,r) € Bs X (Bg), 
显然 是 连续 映射 , 且 更 (0,0) -0. HOS, IHE u € 7 (Bg), HE 


n-i > f 
D,F,(x,r)(u) = ( 32AT "Dj Cr) (uj), - SALUD GG]. 


(8.5.14) 


记 上 式 右 端 为 4, 考虑 
Fr,rt+u)—F,(r,r)-Al 


«[S artc, 十 uj) 一 p. r;) 一 D.(r;)(u;)]| 


t [EAL pu t w) = o - Dw Cr)Co)]|. 
注意 到 y 的 假设 条 件 , 对 任 给 e >0, 存 在 8>0, 当 z, wE Bg 时 ,有 估计 式 
oCGz+ w)— yz) - Dy(z)wl 
<| ylz + w) &GO I + ll D9CGO l - lw ll 


xe || wl. 


于 是 ,考虑 到 (8.3.4), 有 
| F,G.rtu)-F,QG.r)-al 


«(S A a BLAST Pe Gs + u) 


一 gir) = Dg(rj)(uj) l 
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<te ya, 


从 而 (8.5.14) 成 立 .应 用 (8.5.14) ,进一步 可 得 
| F(x,rtu)-F(x.r)-iD,F,(x,r)ul ll 
sup | F (r,r + u)- F,(x,r) - DF,(z,r)u hl 


2(1-* 
«Ue, 


即 
D,F(x,r)u = ID,F,(x,r)ul 
成 立 .显然 D,F(0,0) =0. 不 难 核验 , Db (x, 7) 4E(0,0) ES, H 
D,6(0,0) = I:9(B$) > F (Bp) 
显然 有 有 界 道 .再 由 引 理 8.4.1, 存 在 68"E (0,8] 与 唯一 的 C: 类 映射 p : By 
9(Br) 使 p(0)=0 且 满足 
G(z,p(z)) = 0, 
即 
F(x,o(x)) = (z) 
成 立 . B 
定理 8.5.1 Hf-A-«*9€C'(U, E), A- Df(0)€ H(E)W8 ER 
(8.3.4), 则 存在 8>0 和 C! 类 映射 g By— Bë 使 
G = |(z,g(z))]= € Ba} = W5(0, f). 
证 明 由 条 件 所 设 ,存在 8>0 使 (8.5.3) 式 成 立 , 且 满 足 引 理 8.5.3 的 要 
求 ; 于 是 , 存在 唯一 的 C! 类 映射 o: By 7 (Bg ) 满 足 引 理 8.5.3 的 结论 . 
定义 映射 g:B3 一 B$ 为 
g(x) = x, ° p ° p(z), V x € Bb, 
其 中 r, E E— E" 的 投影 算 子 , o 如 (8.5.6) 所 定义 .由 于 x, Mo 是 线性 算 
子 , 故 g 是 C! 类 映射 .类 似 于 (8.5$.10) ,注意 到 


g(z) = pov(Zz) = 一 24A. pul) 
如 (8.5.13) 式 , 故 由 引 理 8.5.2 有 l 
Ila, g(x))z-o = e(x) € (Bg, Vx € Bh. (8.5.15) 
作 映 射 zg; B5 一 Bs 的 图 像 
G = |(z,g(z))]= € Bil, 
下 证 G= W5(0, 户 . 由 (8.5.15) 和 (8.5.5), 显然 有 


$8.5 双 曲 不 动 点 的 稳定 流 形 定理 - 189 + 


G C W3(0, f). (8.5.16) 
另 一 方面 ,对 任 一 z€ W30, f), & 
r= (xr. x = (rx, g(rx,)), 
其 中 x,€ Bs, z, € Bš. T E 
f'(x), f'(x) E Bg, n= 0,1,2,. 
显然 
|z, - g(r) i 220 = lllz, -z l, 
利用 命题 8.5.3. 施 归纳 于 n, 得 
lr g(r) conn f(s) Fe) | < 
注意 到 r 1!-e>1, 令 n 一 吕 得 
xr, = g(x). 
故 z=z ,而 zEG, 从 而 
W3(0, f) C G. 
联合 (8.5.16) 式 有 结论 成 立 . D 


第 九 章 ” 双 曲 不 变 集 的 结构 稳定 性 
$9.1. 双 曲 不 变 集 


it M 是 一 个 光滑 的 Riemann 流 形 ， 其 Riemann 度量 人 .确定 的 范 数 记 
ll. UCM 是 开 集 ，FE CILCU,M) 是 从 U SIL FCU)RSIR A [E] He. 紧 致 集 
ACCU dé f WJA 648, B 

f(A)= A. 
对 任意 的 zxE M, IUS r 处 M 的 切 空间 为 T,M, 了 的 导 算 子 (从 射 , 见 $6.2 
或 $6.4) 
df,: T,M — T,M 
是 线性 映射 . 

定义 9.1.1 C' SIRE AD 一 AU)ICM 的 紧 致 不 变 集 ACU FER f 的 

一 个 双 曲 不 变 集 , 如 果 切 从 TM (E A 上 的 限制 
TaM = (TM)|,, 
可 以 分 解 为 关于 df 连续 的 Whitney 和 TAM = 天 四 应, 满足 

(1) Whitney 和 分 解 关 于 df 是 不 变 的 , 即 

df,CEj) = Ek,» dfi(Ei)= Eno, Vz € A, 
其 中 Ez, E: 是 切 空间 TM 相应 于 上 述 分 解 的 直 和 和 分解 
T.M = E! Q E}. 

(2) 存 在 常数 ca 20 和 0<X<1, 使 得 对 任意 的 nEN, 有 
laf (Q| e A lgl, VEEE, 
ldf'"(Qplsealgl, Vy € FE 

成 立 ,其 中 df” =A". 
命题 9.1.1 在 定义 9.1.1 的 条 件 下 ,存在 与 (+ ,*〉 等 价 的 Riemann FË 
量 《.，'》 和 常数 0< rt<1, 使 得 
lar(olzsc'litl, Yg EE, 
ldfCp ll sell, Vg€E, 
其 中 小 让 是 由 度量 (.，'》 确 定 的 范 数 . 

WEB] RA fE UII TM. E78 ECO, + > SE fr BJ Riemann E d 
《.,.》, 然 后 用 光滑 的 Riemann 度量 通 近 新 的 度量 即 可 . 

设 常数 ccy>0 810«A € 1 满足 定义 9.1.1 中 的 双 曲 性 条 件 ,于 是 可 取 
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c 2 maxles, ci | , fii 8 
Id£"(Di alti, vec E", 
ld"(plxa'lgl, Vn € E, 
对 一 切 n EN 成立. 再 取 映 射 0€ C^ CM, RO, WE 
(1)00x:0(x)x1, V >+ € M. 
(2)8(x)-1, V r€ A. 
(3)Suppó C U 是 紧 集 . 
对 任意 的 CL Cor € EZ TIR gu € EL 
(£u 十 Nir» C2r + 72.) 
(Cho £220 + Qno M2r? + 


-4 0G) Am d Mme + (fonti df, t2). Vz € U, 
n>0 


(Eir + Mir» t2: 十 72)» Vx € U. 
显而易见 ,对 u€ Et S ELS 


lul lul x oll, 
Ji- 


其 中 范 数 上, | HARC, ORRE. TE, | :| 与 上 :| 等 价 . 
X" 4€ E, 时 ,有 


l 712 =li? + 24 f'y, dn 


=i} * + dfi? 
Zc 2(1-22)1]282 + Bafo12. 
取 r2=1-(1-A2)/c ,从 而 
ldfgl xcelyl, YEE. 
类 似 可 证 
lael cltl, vete Et. t 
定义 9.1.2 如 果 M 是 紧 致 光滑 的 Riemann 流 形 , f € Diff! ( M ) 以 整个 
M 为 其 双 曲 不 变 集 , 则 称 f 为 Anosov 微分 同 胚 ,或 简称 f 是 Anosov 的 . 
例 9.1.1 考虑 维 环 面 
T" = |[x]|lx € R'l, 
[r] = iylr -y € Z, 5 € R'Í 
上 的 线性 自 同 构 A;T">T ”其 中 A = (a; ), x n 阶 方 阵 , a; € Z, detA = 
+1. 因 为 A-!=(65;),x ;满足 bp; EZ, 故 A 是 T" 上 的 一 个 同 胚 .车 A 的 特征 
值 不 在 复 平面 C 的 单位 园 S! 上 , 即 
oc(A)NS!= Ø, 
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U R" 有 A 的 不 变 直 和 分 解 
R" = E“ @ E', 

使 得 A |, MA Lu" 分 别 是 压缩 的 和 扩张 的 . 

XH&— z€ T", RU dA(r)- A:R">R", 且 相应 地 有 关于 dA (xz) 不 变 
的 直 和 分 解 

TT "= E: Ọ Ez, 

Ep E! = E", Es = E. WATR An ETE A N E, ARA: 
T” T "h3Uuii£&tk B f] 8, 于是, A 是 Anosov 的 . 当 n 22 Rt, B9 $ 7.3 中 
讨论 过 的 二 维 环 面 双 曲 自 同 构 , 其 结构 稳定 性 是 后 面 给 出 的 Anosov D? fe] E 
结构 稳定 性 定理 的 特例 . 

另 一 方面 ， Manning 9) 指出， n 维 环 面 T ”上 的 每 一 个 Anosov $8) [a] BE 
均 拓 扑 共 斩 于 一 个 了 "上 的 双 曲 线性 自 同 构 , 从 而 环 面 上 的 Anosov 微分 同 胚 
有 简单 的 拓扑 分 类 .但 这 一 结论 不 能 推广 到 一 般 微分 流 形 上 0091. 

注 9.1.1 在 定理 8.1.3 中 给 出 了 Banach 空间 上 可 逆 线 性 映射 A 的 双 
曲 性 的 定义 , 即 

A € H(E)eSo (A) N S! = Ø. 
同样 ,对 于 定义 9.1.1 给 出 的 双 曲 集 A 的 定义 , Mather 1145 iH T 53 — FRAU 
的 定义 .用 (TAM ) 表 示 向 量 从 TAM 的 连续 截面 空间 ,线性 算 子 
fu: TAM) > (TAM) 
满足 
(f.u)(z=) = Dfa(f !(z)) = DI ua 
其 中 ue € Ti A M.# 
olf NA S's Ø, 

则 称 f 的 紧 致 不 变 集 4 是 双 曲 的 . 

关于 这 两 种 定义 的 等 价 性 证 明 , 也 可 见 文献 [60]. 

下 面 讨论 双 曲 集 的 判定 问题 , 即 给 出 紧 致 不 变 集 具 双 曲 构造 的 充分 条 件 . 

定理 9.1.1 UE U 是 光滑 Riemann 流 形 M 中 的 开 集 , KE ACU 是 微 
分 同 有 是 

g € Cl(U, M):U — g(U) 
的 不 变 集 .如 果 对 于 切 从 TM 在 A 上 的 限制 E = TAM 的 Whitney 和 分 解 
E = E! @ E?, 

mS dg 及 其 道 dg -1 分 别 表 示 为 


Gy ce 
à -| |: E! @ E2 — E! QE, 
G2 G> 
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Gu Gi 
d -1 一 Nu _ .E! E? — E! E?, 
g Ë ë | p p 


满足 条 件 
maxllGill,iGzl,lGul,IlGzdli «a, 
max| | Gyl, | Gl IGal, [Ġa]! <e, 
其 中 范 数 | HEB <. > 导出 ,常数 和 分 别 满足 
0<àA<1, 0<e< mill -a,A ! - 1l, 
H| z 在 A 上 有 双 曲 构造 , 即 A 是 g 的 双 井 不 变 集 . 
在 证 明定 理 9.1.1 之 前 , 先 证 明 如 下 引 理 . 
引 理 9.1.1 记 
B,(GE E?) = {SEL(E',E’)IIS| < 11, 
在 定理 9.1.1 的 条 件 下 ,映射 9;B1(E!, E) >B (Et, E?) EX 
S = (Ga + Ga S)(Gu + GiS) , V S € B,(E!, E’), 
有 意义 , 且 存 在 唯一 的 PE B1(E!,E*) 使 
S° P = P. 
证 明 i S€ B.(E!, E’), H 
[GaS] <| Gol < e < 2 1<| cil, 
知 (Gu+ G12S) FE, H 


1(Gu + Gia S)! 1 


1 
< IG! -Icgsl < -e` 
于 是 ,映射 9 在 B1(E!, E*) 上 有 定义 , 且 


|3(S)| <|G, + GaSl .1(Gu + Ga)! | < < 1， 
A. S.B (El, E2)>BI(E1, F2). 下面 , 记 
u= AD <1. (9.1.1) 


定义 完备 度量 空间 "(B (E', E*)) 到 自身 的 映射 
S,D9(BI(E!,E2)) > T" (B,CE!, E?)), 
$(co)2S9*o»g , Vo € IP(Bi(E', E). 
易 知 7 是 覆盖 g 的 一 个 保持 纤维 的 映射 , 且 沿 纤维 的 微分 
D Ds)S 
= GaS(Gyu + Gio) ! — (Ga + Gyo)(Gu + Gao) G2S(Gu + Guo)’ 
-(Ga - Ko)Gn)S(Gu + Gio), 
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因而 ， 
|(D 3),| < (| G>! +|No)| . (Gul)! CGn + Gpo) !| Sx <1. 
由 Palais 2| 8 (0, $ 6.5), £ 
IDI, sip «1, Vo € T?(B (Et, E?)), 


从 而 了 是 完备 度量 空间 PCB,CE!, E?)) 上 的 一 个 压缩 映射 .注意 到 
|F (04) -F (a3) | = sup| (% (o1) -了 (oz))(z)| 


= sup | (Tlo) -了 (oz))g (x)! 


= S01) - Hoz) l. 
可 断言 7 是 压缩 映射 , 故 引 理 的 结论 成 立 . D 
引 理 9.1.2. 在 定理 9.1.1 的 条 件 下 ,存在 连续 截面 PE PP(B,CE!, 
E?))fü QC I(BíUE?, E')), fii 
F! = (id, P)E', F° = (Q, id)E? 
对 切 映射 dg 不 变 , 且 有 连续 的 Whitney 和 
TaM = F! @ F°. 
证 明 由 引 理 9.1. 1, 可 知 存在 唯一 的 PE P (B (E+, EE?)) 满 足 
IP| = supl. P(z)] < z < 1, 
其 中 jy 如 (9.1.1). 类 似 , 存 在 唯一 的 QC P(B,UE, EE )) 同 样 满 足 
IQ ucl. 
由 此 可 知 
Fin Ft = |O}, Vr€6€A, (9.1.2) 
其 中 O. 表 示 纤 维 FE。 = TM EE Fl t E, iu RETE CL € El, n. L € ET 
使 
(Ç. PE = (Qnr, 2» 12,2)» 
而 
E N E =10-1，YzEA， 
故 
(£55 034,2 € 19, 
即 (9.1.2) 式 成 立 . 另 一 方面 , 显然 有 
dimF! + dimF2 = dimEl + dimE? = dimE,, Vx € A, 
因而 有 连续 的 Whitrey 和 
T.M = E = FI@F. 
下 证 Fl 关于 切 映 射 dg 不 变 . 首 先 , 由 
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P = $P = (Ga + G2P)(Gn + GP) !, 
显然 有 
dgF! = dg(id, P)E! C (id, P)E! = F'. 
再 对 任意 的 2-7, Pi) € FL 
& = (Gu + GrP) !gy € E, 
t = (C, Pt.) € Fl, 
于 是 
(Gu + CoP)5 = m, 
(Ga + GaP)6, = (Ga + Go P)(Gqu + GzP) M = Pis 
即 存在 CE F, fE dgt = 9, 3X dgF'DF', Am 
dgF! = F!. 
类 似 可 证 
dgF? = F°. 
故 结论 成 立 . 

引 理 9.1.3 ”在 定理 9.1.1 的 条 件 下 ,存在 常数 c >0, 使 
ldg"(Dlzmce"lcl, vte F!, 
ldg"()0lzcy"ltl, VEER, 

对 一 切 n EN 成立 ,其 中 0<y=(4"!-e) 1<1. 
证 明 HEX = m +m € TAM, n € ES € E, 
lol = maxi gl. Isl, 
则 范 数 | 与 范 数 | .| 等 价 . 即 存在 常数 0<b1,5; 使 
bilo ll lol ell, vr€ TAM. 
设 
5= (t, 06)€ Fl, FEE, = Pe 
由 |P| 志 ux<1, 有 
lol =|P5 <la sliil. 


因而 
l £l 2maxt!&l.lelt 216 
=|(Gn + GP) (Gn + GiP)6il 
«yl(Gg + GgP)tl 
«y |l det ll, 
于 是 


b 
|dg"£] > bl dg”g | zd. n € N. 
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ILLI MEL ES 类 似 可 证 第 二 式 . D 


定理 9.1.1 的 证 明 由 引 理 9.1.2 和 引 理 9.1.3 易 知 定理 9.1.1 成 立 . 口 

下 面 的 讨论 将 指出 , 当 f 的 紧 致 不 变 集 A CU 是 双 曲 不 变 集 时 , 存在 A 
的 邻 域 Us CU 和 了 的 Ci! WR U, WMR gE 存在 紧 不 变 集 ACUs, 则 g 在 
A 上 具有 双 曲 构造 . 

设 

TAM = E* QE, 
由 于 A 的 紧 性 , 故 可 被 有 限 个 两 两 不 交 的 开 集 所 覆盖 , 使 得 E" RUE! 在 每 一 
块 开 覆盖 集 上 的 维 数 是 一 常数 ,不妨 设 在 A 上 有 
dimE" = k, dimE’= I. 
考虑 M 上 的 Grassmann 从 
G" = U IT,M 的 & 维 子 空间 | 


和 
G' = U, ITM 的 ! 维 子 空间 |， 
则 
E“: A — G“ 
和 
E.A — G° 


分 别 是 G= |, MG la 的 连续 截面 ,可 以 证 明 , 存在 A 的 邻 域 UA 和 连续 截面 
E'U,-- G“, EU, G', 
使 . 
E!l; = E“, E|, = E. 
从 而 ,对 适当 的 Ua, 可 使 
Tu M = E! QE’. 
这 就 是 下 面 的 引 理 . 
引 理 9.1.4. Ub A 是 微分 流 形 M 内 的 紧 集 , 且 
TAM = E* BE, 
则 存在 A 的 一 个 邻 域 U 使 
TuM = E! QF’, 
满足 条 件 | 
E|, = E“, E'ls E. 
定理 9.1.2 i$ U 是 光滑 Riemann 流 形 M 内 的 开 集 , SECU, M) 
从 器 到 了 (U) 的 微分 同 胚 ,如 果 紧 集 AC U E f 的 双 曲 不 变 集 , 则 存在 4 的 
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邻 域 Us M f BJ C! 邻 域 U, 24 ACCU, 是 g€ 的 紧 致 不 变 集 时 ,也 是 g 的 
双 曲 不 变 集 . 
证 明 设 A 是 f 的 紧 致 双 曲 不 变 集 , 则 TT 可 分 解 为 关于 f 不 变 的 Whit- 
ney 和 
TAM = E* DE’, 
且 满 足 
lar'igolxce«1 
I (af IE) ] < e < 1. 
按 引 理 9.1.4, 存在 4 的 一 个 邻 域 Us 使 
Tu M 一 E QE, 
满足 
El], = E“, E|,-E, 
对 任意 g C aL, 在 g 的 紧 致 不 变 集 4CUaA 上 ,dg 和 dg ”用 分 块 矩 阵 表示 为 


m Gu Gm], 2| i T 
g£ G :E BE a” E BE A» 


12 


“les. E DE, 


o 
9e 
t 
| 
—— 
| 
° 


取 U, 和 %, 充分 小 ,使 
max! | Gill, 1G3l.1Gyul, 1G <rtr+te =À, 
max] | Gl, Gal, Gr|, Gall < e. 
其 中 


0<s< 了 (1- m. 


显然 满足 f 
0< 1)<1， 0« e € minl1 —- 4,4 ! - 1l. 
按 定理 9.1.1, g 的 紧 不 变 集 4 是 双 曲 不 变 集 . B 
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a 伪 轨 的 概念 和 有 跟踪 的 技术 是 研究 光滑 动力 系统 的 重要 工具 ,不仅 在 
本 章 用 于 双 曲 不 变 集结 构 稳定 性 的 研究 , 而 且 对 于 公理 A 微分 同 胚 的 无 环 条 
件 还 可 以 给 出 较为 简单 的 陈述 , 同时 , 在 紊 动 双 曲 不 变 集 、 横 截 同 宿 点 等 问题 
的 研究 中 , 都 有 重要 的 应 用 .本 节 的 主要 结论 是 1969 4E D. V. Anosov[1111gË yr 
的 伪 轨 族 跟踪 定理 , 类似 的 结论 还 有 R. Bowon 1189 T fe. 
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首先 对 一 般 的 度量 空间 给 出 a OS IURI B. 跟踪 的 概念 . 
设 (X,d) 是 一 度 基 空间 , 记 
Homeo(X) = | f: X — X IB]. 

定义 9.2.1 设 (X,da) 是 A an, f€ Homeo( X), € aÍ >0， 

a,b€Z,a«b, WEEZE X PHAI > P. C X 是 f 的 一 个 a 伪 轨 ,如 果 
d f Cr) xj) < a, " = a,b = 1, 
Ka 可 以 为 =- co, 而 六 可 以 为 4 co; X FR a 伪 轨 i.r,i tot € X 的 轨道 
Orbr(z) 所 8 跟踪 , 若 对 任意 ass n b 有 
dC Gr), x,) < B. 

命题 9.2.1 设 (X,d) 是 紧 致 度 世 空间 , f € Homeo( X), 对 任 给 的 820 
及 NEN, 存 在 a >>0, 使 得 任何 长 度 为 N+1 a 伪 轨 |ix;| 六 0o 可 以 被 轨迹 
Orb, Cro) Pr B BR EE. 

证 明 f 在 紧 空 间 X 上 是 -- 致 连续 的 ， 对 任 给 B>0 及 NEN, 存 在 a> 
0, 对 任意 的 w,v€EX 有 


d(u,v) < a>d( f” lu), f"(v)) < £, n 0 Leu N 
特别 地 
AECE) 1) < apa (f (z), f£? Ga) < E, 
其 中 0<j<kN. 十 是 
d Cf Cr) ze) d C Ge, A (ri)) + dO (zi), f° (ra)) + 
td(f(x, x < B, k = L2, N. T 
下 设 M 是 光滑 的 Riemann 流 形 , 对 任意 r, y EM, W dlr, 09 M E 
Riemann 度量 诱导 出 的 x 与 y 间 的 距离 .于 是 ,在 M 上 可 以 导入 定义 9.2.1. 
Xi UCM 为 开 集 , U 的 闭 包 已 紧 致 ,映射 r. UM 是 从 UU 到 f(U) 的 C! 
HE. ACCU 是 f 的 双 曲 不 变 集 . 设 x 是 拓扑 空间 , 如 果 连 续 映射 p: XM 
Fl 9: XM, fi 
supd(g( x), 9(2)) < + %, 
则 定义 度量 
P(o, 9) = supd(gGz), 9C2)). 
利用 光滑 连通 Riemann 流 形 上 的 指数 映射 ( 8 6. 4) 方 法 , 可 以 证 明 下 面 
的 Anosov 伪 轨 跟踪 定理 . 
定理 9.2.1 (Anosov 伪 轨 族 跟踪 定理 ) 在 上 述说 明 的 记号 和 条 件 下 ， 
存在 双 曲 不 变 集 A 的 邻 域 U(AJ)C U 及 实数 wo po>0 具 如 下 性 质 : 任 给 8> 
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0, 存在 a 20, 使 得 对 任意 的 C! I8] s 
fu:U(A > fi(UCA)) C M, 
与 任意 拓扑 空间 X KHER EHE 
g: X — X, 
及 任意 的 连续 映射 
q:X > UCA), 
只 要 在 空间 CCU(A),M) 中 的 度量 def, A 


do Cf, fi) < ag. (9.2.1) 
以 及 
P(g °g, f ° @) < a, (9.2.2) 
就 存在 连续 映射 y:X 一 U(A ) 使 得 
eg ofi) (9.2.3) 
H. 
PC, 9) < B. (9.2.4) 


特别 地 , 如 果 存 在 连续 映射 y ;XX->U(A ) 满 足 
yg= fi HP(g.9) € Bo 
则 
ç = 内 

即 y 是 唯一 的 . g 

在 证 明定 理 9.2.1 之 前 , 先 说 明 如 下 记号 并 给 出 相应 的 引 理 . 记 

C,(X, TM) = lu € CCX, TMDIu(x) € Taa (M), Vx € XI, 
并 赋 以 上 确 界 范 数 


luc ll = sup lul, 
使 之 成 为 Banach 空间 ,并 记 
Blg.) = 人 ECOX,M)IPO 9) € tl, 
VC) = lv € C,CX, TM) || o; C, | < cl. 
设 0<6<1, 记 
As = [A:UCA) > ACUC) B C' FIRE Laer (h, f) < 8t. 
又 设 T,(M) 关 十 了 的 导 射 df 在 A 上 的 不 变 的 Whitney 和 分 解 为 
T,(M) = EE, Vr€A, (9.2.5) 
其 中 Ez ME, 满足 
dfa (EZ) = Ef, df (E3) = Eg, Vz € A. 
用 P“ 和 Ps: 分别 表示 从 T,(M) 到 E! ME, 的 投影 算 子 . 
引 理 9.2.1 设 ACU XI] f£: U — f( U)8J A H AE 88, WFE A 的 
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邻 域 UiCA)JCU {Ë Whitney 和 分 解 式 (9.2.5) 能 够 连续 地 延 拓 到 一 切 + € 
Ui(A) 内 . 
引 理 9.2.2 取 pEC(X,U(CA)), 置 
B“ = |u € CCX, TM)l u(x) € Eg, V x € XI, 
B = |v € CX, TM) vlz) € Ej, Vr € XI, 
则 B" 和 B: 是 C,(X, TM) 的 闭 子 空间 , B. 
C,(X, TH) = B'O B“. (9.2.6) 
引 理 9.2.3 W ACU RHES: U— f( U WJ 34. WFE A 的 
邻 域 U(A)CU 及 数 0<rt<1,0<6<1, 使 得 对 任意 xE UCA), fi € 由 ,有 


| Pf (wdfiv l> rw， Pr end 广 v | < "n lvl, Vv€ Er, 
(9.2.7) 
其 中 ,a >1 是 某 个 常数 ,及 
lpy cydfiul < elul, HM Phcodfiull < lul. Vu€ E 
(9.2.8) 


成 立 ,其 中 范 数 | | 是 与 Riemann 度量 等 价 的 范 数 . 
证 明 由 引 理 9.2.1 存在 A 的 邻 域 U(A ) 满 足 
ACU(A)CU(A)CU 
使 得 Whitney 和 分 解 式 (9.2.5) 对 VxEU(A) 成 立 ,并 且 存 在 0<rt<1 及 等 
价 的 Riemann 度量 使 
ldfvl >z |] ol, Vv€E*", 
ldful «celul, Vue 
于 是 , 取 适 当 的 0< 6<1, 对 任意 的 zEU(A) 和 fi € %, (9.2.7) 
(9.2.8) 成 立 . ü 
引 理 9.2.4 ”对 任意 的 96>0, 存 在 53(9)>0, 当 xz,yE€ MHd(x,y)< 
7(9) 时 ,成 立 
(1)1-0< (Dexpz yv l/l vk <1+0,V oC TM, 
(2) | P:(Dexp; D,» ll «8l vll, Vv€E; 
(3) | P(Dexp; Do ll «8l vll,  v€ES. 
Hh DR SEE T. exp, ! 是 指数 映射 exp, 3 (W S 6.4). 
证 明 由 定理 6.4.1, 对 任意 的 z€ M, 有 
(Dexp; D, = id: T,(M) — T,( M). 
由 此 可 证 结论 (1), (2) 和 (3) 成 并. U 
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引 理 9.2.5 设 映射 W. V。(t) 一 V。(i) 为 
W(u) = (DW)ou + H(u), Vu € V(t), 
若 满 足 条 件 
CJF E R 2048 | (DW)o- id) ! | «R, 
(2) | DH(v) l| <1/(2R), Vv€V,G), 
(3) || H(0) || < £/(2R), 
则 W 在 Vp(z) 中 存在 唯一 的 不 动 点 u. 
证 明 定义 映射 
T(u) =- (DW), - id) ! ° H(u), Vu € V,G), 
由 于 V。(t) 是 凸 集 ,对 任意 ui, u€ VODA 
x+ra-ea)EYVot)，VrE[0,1l， 


于 是 
| T(uj) - Tlu RI H(u i) - H(u2) | 
1 
= R| [ DH + rlu ~ U2)) (ui 一 - 
< lui - uz || /2. 
并 且 


| T(0)]| < RIHO) |] < :/2. 
TE, T 存在 唯一 的 不 动 点 xE V), Ep 
- ((DWọ) - id)! ° H(u) = u, 
或 者 说 W 有 唯一 不 动 点 wE V). D 
下 面 进行 定理 9.2.1 的 证 明 . 
定理 9.2.1 的 证 明 任意 给 定 拓扑 空间 X UBI z: Xo X OEZEBUM p: 
X—UCA ) 和 满足 
dec'(f,f1) < ao 
的 同 胚 f, 如 题 设 . 
由 定理 6.4.3, 存 在 仅 与 M 的 度量 有 关 的 r >0, 不 妨 取 0< + < p, xf 
p(x)EU(A ) 使 得 指数 映射 
expo(,):16 € T; (M) | lel «ri B(e(z),r) 
是 光滑 同 胚 , 其 中 
B(g(x),r)- ip € Mld(g(x),p) < rl. 
Bp 
exp: lE € Tp) (M) | lel < rl— B(e(:),r) 
是 光滑 同 胚 .从 而 
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expo : B( e, r) > V(r), 
y k expe g € V (r), V € B(e, r) 
EWE. 其 中 ,上 映射 exp yE Ver) 在 点 EX 处 的 什 
exp; gla = expet,o d Cr) € T4 (M). 
定义 映射 
GiX--1G,IG,iB(g r) > Ta (M), Yr € XI 
为 
G,(9) = expo yr), Vo € DBOpr) c € X 
是 可 道上 映射 ,又 定义 映射 
FiB(g.r) —- C(X,M) 
» 
F(u) = fi uo g t, Vu € Bpr). 


Ff = Ge F G l Va) > C, (X, TM), 
于 是 ,对 任意 的 vE VLGORI GE X, fi 
F° (olr) (GS FOODCo)|， 
= expe) ° fi ° expos Soo vr I Gn)). 
由 上 式 右 端 知 FX Pv R C) 的 , 且 在 zx=0 处 的 微分 是 
(CDF*)su) Cx) 
= (Dexpzt 2) ju co» ° Of Dg Gyutg IG), Vu € CCX, TM), 
将 F° 表示 为 
F(u) = (DF2)ou + H(u), Vu € VG). (9.2.9) 
下 证 F* f£ V (r) ANS SR u. 
首先 , 相应 于 引 理 9.2.2 的 分 解 式 (9.2.6), 线 性 算 子 (DEF9*)o 有 如 下 表示 
As a") 
LA" A“; 


( DF? Jo = 


AS: = B3, A“: B" — BS 
A".W--B", A"iDp"c-B*. 
利用 引 理 9.2.3 中 (9.2.7).(9.2.8) 式 ,以 及 引 理 9.2. 4, 可 取 连 续 依赖 
F M 上 的 Riemann 度量 的 充分 小 的 0>0 及 充分 小 的 wo>0， 使 oo 且 当 
fi€ da 满足 条 件 
Plg g, fi? Q) < min(0, r) 
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时 ,成 立 
$s ltr H E 
lal < ^. | A* ll € 1g 
us —— uu ltr ÀÁ 
Lask «S. kanl > [E 


因此 , 对 任何 复数 AGEIAECII=1 其 中 C 是 复 平 面 ,利用 定理 8.1.3 和 
定理 8.1.4 可 以 证 明 , ((DF*)。- Aid) 存在, 且 存 在 与 X, g fll o 无 关 的 常 
TR 20, 使 
ll (DF), - aid) ! | < R. (9.2.10) 
HX DH(0) = 0, 
H(0) = expo Cf ° eGg 1 G0)), 
H exp; g 70, FEME min( r, pAr ,并 取 0< azmin(8, r), 22 E 


IDH(v) l < 535 Vv € V(r), (9.2.11) 


j| HC0) l PT 4 P(p»g,fi*qg)«a. — (9.2.12) 


施 引 理 9.2.5 于 映射 (9.2.9) 定 义 的 F, R183(9.2.10) — (9.2.12), fF E 
u € VCr), 使 
FF(u) u, 
即 
(G: F» G l)(u) = 
记 
p-G (u), 
有 (9.2.3) 式 成 立 .注意 到 0<r<8p H 
G :Ve(r)—> B(y,7) 
EAR, i VEB(o,r) 是 唯 -- 的 ,上 且 (9.2. DER JL. g 
注 9.2.1 在 定理 9.2.1 中 取 X=Z, 令 pg(n)=x,,g(n)=n+t+1,， 
VnC€Z, liix,ln € ZUNS a 伪 轨 , 则 对 任意 C HE f RE f, M o 满足 相 
应 条 件 , 必 存在 fi 的 一 条 真 轨迹 
Orb, (y(0)) = jfi(y(0)) = y(n)|ln € Z}, 
对 其 8 IRER, H bo 跟踪 的 真 轨 迹 是 唯一 的 ， 
作为 定理 9.2.1 的 特例 ,有 
定理 9.2.2 (Anosov 伪 轨 跟踪 定理 ) WE A CU Jé cC! fa] HE f; 
AN 则 存在 A CAU 对 任 给 ot 存在 “>0， 
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8 跟踪 . 

注 9.2.2 在 定理 9.2.2 中 , 如果 A 是 局 部 极 大 的 ( 见 $9.5), 则 xE€A. 

利用 定理 9.2.1, 可 以 方便 地 证 明 $9.1 中 的 定理 9.1.2. 

定理 9.2.3 BACU E C! BIS f£: U— FCU) AS 2E 8, WU TE TE 
A 的 邻 域 U(A ) 及 ao>0, 使 得 对 任意 的 C! TR] RE 

fi:U(A) — fi(U(A)) C M, 
满足 条 件 
delfi, f) < ag 

时 , f, 的 任意 闭 不 变 集 AICU(4) 是 双 曲 不 变 集 . 

证 明 在 定理 9.2.1 PE 

X=A, gfiap ọ= idla :41 >M, 
于 是 ,由 定理 6.4.1 有 
(Dexpstz)) y Ge G0» = (Dexp;'), = id. 
按 对 任意 的 zE A 及 任意 的 
u € C,(X, TM) = C(A, Ta(M)) = TPCTA,UM)), 

均 有 

((DF?)ou)(x) = (Dexpç(z)) f cet G0» ° (Df sg teu (g 1G) 

= (Df du( fi GO). 

再 取 U(A) 及 ao>0 如 定理 9.2.1, 于 是 由 (9.2.10) 和 定理 8.1. 3 WDF? )o 
是 双 曲 算 子 .利用 双 曲 性 的 等 价 定义 , 知 A1 是 fi 的 双 曲 不 变 集 . ü 

推论 9.2.1 定理 9.2.1 中 ,不 变 集 y(X) 的 闭 包 是 f, 的 双 曲 不 变 集 . 

证 明 由 


°g = fi ° @ 
知 y(X) 是 所 的 不 变 集 , 目 y(X)CU(A). n 
推论 9.2.2 — Anosov WAT EES Di (M PARR. 
证 明 取 A1l=M, 是 记 的 闭 不 变 集 . D 
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在 $3.5 中 , 曾 引 入 可 扩 映 射 的 概念 : 设 (X, 4d) 是 一 度量 空间 , 称 同 胚 映 
射 f:X 一 X 是 可 扩 的 , 如 果 存 在 常数 8>0, 使 得 对 任意 z,yEX， xy, 存在 
n€2Z, 有 
df (x), f ()) 2 ó, 
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并 称 ó 是 了 的 一 个 可 扩 常 数 . 
其 等 价 说 法 是 , f 称 为 是 可 扩 的 ,如果 存 在 常数 6 >0, 满足 
d(f'(x),f(y)) < 8, V n € Z—x = y. 
下 面 设 记号 M, U, f, A, U(A)ün $9.2 中 定理 9.2.1 所 述 . 
定理 9.3.1 Ü ECHU, MEME U 到 了 ( 口 ) 的 微分 同 胚 , % $ë ACC 
U 是 了 的 双 曲 不 变 集 , 则 fla 是 可 扩 的 . 
证 明 取 U(A ) 如 定理 9.2.1 所 述 . 又 在 该 定理 中 ， 取 拓扑 空间 X = Z, 
g(n)=n+1,g(n)= ff, fi= f. HEAR ARS p, Bo 和 ao, 显然 
dc Cfi, f) = 0 < ao, 
P(e ° g,f ° @) = 0 < a, 
满足 定理 9.2.1 的 条 件 . 
设 存在 点 y, 和 y,, 满足 
{Orby(y1) U Orb,Cy22] C UCA), 
且 对 任意 2 € Zi vr 
dCf' Cy, F Cy2)) € fo. 
取 
i= p:X> U(A), @(0) — yn gln) = Oi) 
pa: X > UCA), p0) = yz pln) = f2), 
易 知 
gf 1= 1,2, 


P(g, gı) = 0 < a, 
P(e@, g) = sup d (p(n), pa(n)) = sup d Cf Cy). f" 2) < fle. 
由 定理 9.2.1 中 vy 的 唯一 性 ,应 有 
yı = 42 
故 
yí = y2. 
从 而 f: A 一 A 是 一 个 可 扩 映 射 ,对 任意 0< 3< 8o, 9 是 一 个 可 扩 常 数 . n 
定理 9.3.2 ( 双 曲 集 的 结构 稳定 性 定理 ) 设 f€ CLCU,M) 是 从 U #l f 
(U) 的 微分 同 有 是, AC U 是 了 的 双 曲 不 变 集 , 则 f 在 A 上 是 结构 稳定 的 , 即 对 
任意 的 8>0, 存 在 /在 C1(U,M) 中 的 邻 域 ,使 得 对 任意 的 同 胚 1 € y 
在 f, 的 双 曲 不 变 集 ACU RIS] ERA :A 一 A, 有 
(DA fla fih. 
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(2)PCh, id l4) « B. 
证 明 由 定理 9.3.1, fia Ren TD BRE S 0 f: A— A 的 可 扩 常 数 . 任 
给 常数 90, 不 妨 设 


| 


B <. min | Bo. is 
FE ao, po >>0, 使 其 意义 如 定理 9.2. 1, 并 在 该 定理 中 取 
X=A, g=fl:A->A, @ = idla: >M. 
又 利用 条 件 
def, fi) < a 
XE XU, EP aav. FE, A Eb ge £ € W 时 
Pleeg, fie g) = PCFlas fala) s deCfla, fi) < a. 
因此 , 由 定理 9.2.1， 存在 叭 n AERA A: A>M, fii 
fla = fresh; (9.3.1) 
ILI COR IB A AC. 于 是 
Pa)= fis hCA) = h° f(A) = h(A) = A, 
HH A 的 紧 致 性 , 知 A= 有 (4) 是 闭 集 , 即 是 fL WJ AS SEE, dis TE 9.2.3 知 
A. 是 fi 的 双 曲 不 变 集 .下 面 ,证 
A> A 
BHE. H F X= A 是 紧 空间 ,Ff " 3.1.1, LEERI a 是 单 射 . 
若 其 不 然 ,存在 en h(y) 但 zx 关 y. 由 了 1s 的 可 扩 性 ,存在 
7 各 Z 使 
dCP GO, f ()) > 8. 
再 由 前 证 结论 (2), 有 
0 =d(filhlx)), FICA C) D 
=d(h(fF GOD. ACP' Gy) 
Sdf), PO) dF GO,RCÉÁP GOD) - d CA CP GOD POP 
»0-p-p 
>30>0, 


而 导致 矛盾 , 故 x = y. HI & 是 连续 单身 ,从 而 是 同 有 是 . 故 结 论 成 谍 . 
定理 9.3.3 Anosov PA FIIAIR EN. 
证 明 在 定理 9.3.2 中 取 A = M. 由 推论 9.2.2, Anosov 微分 同 胚 构成 
Diffi(M) 中 的 开 集 , 故 当 a 00 充分 小 时 , f € u 是 as BAJ. 从 而 f, 
的 双 曲 不 变 集 


hCA) 一 A 一 M, 
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Hl h:A--M 是 满 射 ,从 而 结论 成 立 . [1 
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本 节 主 要 讨论 两 个 问题 ,~ 个 是 双 曲 不 变 集 的 局 部 稳定 ( 非 稳 定 ) 流 形 , 另 
一 个 是 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 的 横 截 相交 .为 第 一 个 问题 的 需要 , 还 首先 讨论 
嵌入 圆 盘 族 的 概念 . 
设 M 是 -一 光滑 的 Riemann 流 形 , 紧 致 集 ACM E f€Dit'(M)(rzl1) 
的 双 曲 不 变 集 .如 定义 9.1.1, 限 制 于 A EB] 9] TAM E Whitney 和 分 解 
E = TaM = E OE". 
对 M 上 的 Riemann 度量 (+,:) 导出 的 范 数 | | ,可 以 在 切 丛 已 上 引入 与 之 等 
价 的 范 数 
Iel = maxll&l, 8,11, 
Hp esete ECE, EEE, SEE 
考虑 切 从 (TAM, n, 4,R7”) 上 的 截面 c:4A 一 TAM, 即 A 上 满足 
T0 = id 
的 一 个 向 是 场 , 其 中 丛 投影 z. AMA 满足 x:T,M->x. 记 全 体 有 界 截 面 的 
集合 IC, TAM) 为 I(E), 并 引入 最 大 模范 而 成 为 Banach 空间 , 其 相应 十 
I(E) = ICE) @ P(E"); 
类 似 地 , 记 连 续 截 面 空间 为 TE). 
对 于 常数 a >0, 记 


E(a) = ë € El | el xal, 
I*CE(a)) = lo € I*CE)l] lol Sal; 


KME RE XE la), E" Ca), I CE Ca )) , P(E" CQ EAR "CE Ca) ) A 
I"C(E"(a)). 
首先 讨论 C RARR, 并 指出 E: (E, = TM = E Ez, r € A) 35 
嵌入 圆 盘 的 切 空 间 . 设 AE N, FK 
D = lu = Qu su) ER «1) 
j=l 


为 R 中 的 & 维 圆 盘 , 并 用 Enb (D, M YRGoR A B 8 D* 到 M ARMA C' RA 
组 成 的 空间 . EP CD^, M) C, M) 中 的 开 子 集 . 

定义 9.4.1 称 1D,.lzEAl+ 为 Cr 嵌入 圆 盘 连 续 族 , 若 对 任意 的 >€ A, 
存在 x 的 邻 域 U(z) 和 连续 映射 6: U (xr) Enb CD, M), f48 
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06()(D)- D,, 0(y)(0)= y, Vy€ Ulz). 
显然 , D, 是 6(y) 映 圆 盘 D* 入 M 中 的 像 . 
ERRA 上 ,存在 a>0, 使 得 对 任意 的 x € A ,指数 映射 
expz: IEE T,M | lel <at>M 
是 到 像 集 的 微分 同 胚 .于 是 , TEH O< p< a, ENRI F: E)E 
FI F:I*CECQ)) I? CE): 8VS 
F(E) = expo? f ° expre lE), V £ € ECR), 
F(o)  F»o*f !, Vo € I*(E(Q). 
在 后 面 的 论述 中 , 有 时 还 限制 F 为 Po(E(B8)) 到 P CE) BRE 3X H.E AA 
出 如 下 性 质 . 
命题 9.4.1 零 截面 0E (E(B)) 是 下 的 双 曲 不 动 点 . 
证 明 由 Palais 引 理 ($6.5), 有 
dF(0r = (dF)y, c fl = (de f. 
再 由 f 的 双 曲 性 和 命题 9.1.1, 对 &€ DP (ERI o € 719(E*) 分 别 成 立 
IdaF(0)ell = sup l ((40 o &* £D) I 


< z sup | £y) l = zl 
和 
| dF(0)o || zc! sup lol = ol, 
其 中 + 是 命题 9.1.1 中 的 常数 , heH Ae vr. üu 


如 果 有 gi (EC) T* CE" C), Wii Cid, gO P^ CCo) G(g). 
命题 9.4.2 ”对 于 充分 小 的 实数 0< 8< a, 存在 C RU g: T^ CE Co) 
I*(E"(8)), WE 
(1)(dg,)e 70, B. lg Co ll ll oll, Yo E rE). 
(227€ Glg) || E" (e) | 8, n720,L,2, 7 
(3309€ G(g,)> || F(o) lxzallell, 30«a«l1. 
证 明 由 定理 8.5.1( 双 曲 不 动 点 稳定 流 形 定 理 ), G Cg) F 在 零 截面 0 
处 的 局 部 稳定 流 形 , 从 而 可 证 上 述 结 论 成 立 . D 
命题 9.4.3 s= (0,0: EG BITE EAR PET 
sup | F'(Co(x),o2(2) l S8, n= 0,1,2,. 
并 且 对 任意 的 c, € (E(B)), 使 上 式 成 立 的 a, 是 唯一 的 ,此 时 o5 = gi (oi). 
证 明 对 任 一 x € 4, 归纳 可 证 
Fr(ol(z)yaa(z)) = (F° ° (05,022 * F) (x)) 
= F'(oi o) G)), 
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TE, 
sup | F"(ai(x), o5(x)) | = | F(o,,02) | . 
由 命题 9.4.2(2) 可 证 结论 成 立 . U 
上 述 命题 对 下 .TT"(E(8))->Tm?(E) 也 是 成 立 的 . 
为 了 把 零 截面 处 的 局 部 稳定 流 形 “* 降 落 " 到 切 从 上 ,还 需要 引入 映射 
H.E (B)—E"(Cp). 
对 任 一 e € E: (8), EXPIRA EBORE p: ET CO) T^ CE CED)2N 
t T = x(£i), 
0, cs n(É5j) 
KB 0, E E: 中 的 零 向 量 .定义 映射 日 :E(B8) 一 E*(B) 为 
H(&) = g(p(£&))(n(&e)), Vë € E' CB), 
其 中 C BRE g, I^ CE'CB)) > T* CE" CG)) für Bi 9.4.2 所 述 . 
在 上 述 定义 中 , p (6,) € P(E'(B)), 为 后 面 证 明 的 需要 ,还 应 当 限制 p 
使 其 是 到 连续 截面 上 的 映射 
对 任意 xEA, 取 环绕 > AW E: 的 局 部 平凡 化 (V, pg),V 是 xz 的 邻 域 ， 
使 得 


P(E1)(7x) = 


E'|V = e (V x RP, 
Wp Xt R^ 中 的 坐标 基 (e1,…, e) PES E lV 上 的 标 架 场 , 通过 Gram- 
Schmidt 正 交 化 过 程 , 得 到 E 上 关于 Riemann 度量 (…， . 正 交规 范 的 标 架 场 
eset»). »€A. 
对 任意 EEn V), 可 设 


£ = 2 te;( x(§)). 


BE z 的 邻 域 UU, 使 其 闭 包 UCV, 并 取 连 续 函 数 y:4 一 R, 满足 
(100xy(x)&l, VrEA. 
(2)7Y lU =1. 
(3)suppyC V. 
# E (B) x CU). ERE URS. p 为 


]BGO > sely), y€ V, 


0, y € V, 


pO) = 


于 是 有 如 下 引 理 . 
引 理 9.4.1 A p. EC) z QU) DPCE' (D), Ei E 
(JPEN rE) 7 €. 
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DOIS lal. 
命题 9.4.4 BRI H: EE" CB) EE 
gy (0) = H*o,, Vo, € I*(CE'(G)), 

且 满 足 上 式 的 H 是 唯一 的 . 

证 明 (ER o€ PP (E Cg) RI 2€ A, id éoll), W c — n(6)). X. 

& = pCO) (n CE)) = pCO (zr). 
再 由 HEXA) gs(p(&1)))E G(g,), 填 是 由 命题 9.4.3, 可 得 
sup | F'(a (r), CH * or) UI 


= sup | F"CoCeQ GO gs COCELDOGOOD | B, n = 0,1,2, 


故 结论 成 立 . 互 的 唯一 性 是 显然 的 . t 
命题 9.4.5 H 是 连续 的 ; 且 对 任意 € A, H Bill EZ 4E E Ca) T.M 
上 是 C "的 . 


证 明 FRH FrEE), FE CRI go: PEGS 
I"(E"(8)), id G (g) = (id. gg) TCE (8)), 有 类 似 于 命题 9.4.2 和 命题 
9.4.3 的 结论 成 立 . 

对 任 一 &1 EEB), ØE EA, r= nle). Arh BRU wE, 
&€ E(QDOx CD), 从 而 

(PCE), goC 0 CE) € G(go). 
于 是 , 类似 于 命题 9.4.3, 有 
| F” (£i, go(p CE DG) TI 
= | F"(p(E Crê), go( p CE D C6) || 
xp, n = 1,2, 
再 由 该 命题 中 的 唯 -- 性 ,又 有 
go(p CE) (xe) 9 gu C0) 
= g,(p(E1)) Ce) 
-H(&), V& € E(B). 
由 引 理 9.4.1, p 和 pp(&1) 分 别 是 连续 映射 和 连续 截面 , 于 是 go(p(&1)) 是 连 
续 截 面 且 连 续 地 依赖 于 e H EENAA CU) E, Amice ECg) EXE 
续 . 类 似 可 证 后 一 结论 . Ú 

命题 9.4.6 ”对 任意 固定 的 x € Ah, 映射 (id, H): EC) C) TM G(H) 
CE(p8) 是 C "IK. 

证 明 ”由 命题 9.4.5, H 在 纤维 E(B) 门 T.-M 上 是 C 映射 . 设 r ER) 
x E*(B)—- EC 0) TEE, id GCH) 7 Cid, H)E'CB), W| zıl G(H)Æ(id, H) 
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HERIT, CHE LI. p 

EH 9.4.1 设 M 是 一 光滑 的 Riemann 流 形 , 紧 致 集 人 CAM 是 FE 
Diff* ( M ) 的 双 曲 不 变 集 , 则 存在 C’ 联 入 圆 盘 的 连续 族 1 D: |> € A | 和 常数 
ki>0,0<1<1, 满 足 

(DT,D-E, Vr€A. 

(2) 对 任意 的 yC Di A 

df Cy), (x) S< kA'd(y, z), n = 1,2, 

证 明 (证 (1)) XHE— 2€ A, iZ V EE 上 环绕 xz 的 局 部 平凡 化 领域 ， 

如 前 所 述 . 记 IEA) S EOAR. EX g: V x D' IE'() 


2(y,u) = BX ue; (y), (yu) € VxD', 


HP el(y),…,er(y) 是 E. Eñ E 3833356283. X Pr 
0(y)(u) = exp, ° Gd, H) * 0(y,u). 
exp, 和 y 是 光滑 同 肛 ,于 是 由 命题 9.4.6, 对 固定 的 y, 0(y): D' M 是 C "IK 
入 .显然 
0; V — E,b' (D°, M) 
是 连续 映射 . 
记 
Dš = (exp, ° (id, H)CIE'CB)), (9.4.1) 
显然 ,对 cV, 
y) CD) = exp, ° Cid, H)(IE*'(8)) = D}, 
0(y)(0) = exp,0 = y, Vy € V. 
故 由 定义 0.4.1, XII D: |z € Al C 7 嵌入 圆 盘 连续 族 . 
XT € EG. x(&)=. r, 
l H(&) ~ H(0,) | Í! g (b EDD CI) 一 gj, (0) [ 
lal i l pC) I 
Mg Co CER) - g, Q0 I 
^ lace) n , 
及 dg,(0) =0( 命 题 9.4.2), 可 证 
dH(0,)=0, Vzr€A. 


于 是 
(d(id, H))o = (id,0). 
再 由 定理 6.4.1, 有 
(dexp,)o = id, 
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故 


T,Di = (dexp,Je(dCid, H))o(E}) = Ej, Vx € A, 
即 结论 (1) 成 立 . 
(证 (2)) 设 e=(&1, HH(&1))EG(H), 下 面 先 给 出 对 | F"(&)| 的 估计 . 
由 &1€E E(B),x=x(&1), 及 映射 p 的 定义 ,有 p(&81)E POPCD) R 
& = plê). 
于 是 ,由 命题 9.4.2 有 


| FC) = | FCR H(ë))l| 
= | F(a), gE) CX L| 
= | FCC), g CoCEDDCEGO I 
< | F(Ə(e6(6),g,(p(8/))) | 
<a lll), gC) I 
= Amaxl | pC&))l , FACICME 


= Alp(e)l. 
由 于 12(6)| = lel, KERE 
| FCO B s alelsalel. (9.4.2) 
再 由 范 数 |.| 和 | | 的 等 价 性 , 存在 常数 0< ci< cz ff 
calel xlelzolel, VEEE, (9.4.3) 
ÌE 7 c3/ c4, P Br (9.4.2) 3 Ud HT E 
FCD xol FEI xlel, n=1,2, (9.4.4) 


W y€ Di, exp; ly€ GCH), JE H H 
F(exp;'y) = expo f Cy), 
归纳 可 证 
F"(expzly) = exp, f "C, 
其 中 flr), OEM. FE, MEH 6.4.2 及 式 由 (9.4.4), 有 
d(f'(y), FG = lexppou f "21 
= | F"Cexp;ly)l 
< xà" lexp;lyl 
-oAd(y,x) n = 1,2,:: 
对 yE D: W. ü 
ik D. 定义 如 (9.4.1), 对 e>0, 记 
O(z,e) = |y € Mla(z, y) < el, 
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由 定理 9.4.1, DELNO, e)dé C' RATRE. 
定义 9.4.2 XI x € M, Fk C' IK A TF DI NOG, 6)29 f TE x 点 的 局 
部 稳定 流 形 , 记 为 Wi(z,f)= DNOC, e). 
下 面 的 讨论 , 将 进一步 给 出 Wi:(z, FR TER. 
引 理 9.4.2 任 给 0<w<1/2, 存 在 0<e<B, 当 &=(&1, H(&1))€ 
G(H),lel «e 时 ,有 
(1- wel xlelsaswltelt. (9.4.5) 
WEB] 首先 ,由 命题 9.4.2(1), 有 
I HCe))I = Ig Cp Ce DC Ce) | 
«lg GG) «lsteol = lel, (9.4.6) 


ll = maxilél, I HCepit =l|ë | zmliH(Ce)l. — (9.4.7) 
再 由 g, (0) 20, (dg,),70, FE 0«o« B, 'h oc I'CE'(B)) Rlol «à 
时 ,有 
lg, Co) ylol. 
于 是 , 当 EE G(H)B | ë l| -1el«6 时 ,可 加 强 (9.4.6) 式 为 
| HC] < »l£il, 
并 由 此 可 得 
(1- 5l&lxlasH(e)lx(«»lal, 
由 (9.4.7) 有 (9.4.5) 式 对 8 | <ë 成 立 . 
特别 取 € = min{c16,61, 实数 cl >0 W1(9.4.3), B l| ë | < = 时 满足 条 件 


lal lle «elec, 
CI C1 


i (9.4.5) Lel <e 时 成 立 . D 
8|88 9.4.3. £C GC HORT 7641 DE 28 F É 
IFG Sg, n20,12.- 
WEB] 只 证 充分 性 . 设 e= (6, 6), 8 € E' CB), H 
| F"(p(8,)(z(&,)), 22 I 
= | FCE ê) | S< 8, n= 0,1,2,. 
# &-g(bDDGOCG) =H), BI £€ G(H). i 
定理 9.4.2 (稳定 流 形 定理 ) 在 定理 9.4.1 的 条 件 下 ,对 z € A, FE 
常数 0<1<Aw<1,0<s, 满 足 
(1)d(f(z),f(y))<ud(rzr,y), V »€ Wila, f). 
QYWi(r,f)-ly€MlaCF' (y), FCx)) &e, n€Z. d. 
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证 明 (证 (1)) 取 0<7<1/2, 使 得 


0< p = Eh <i, 
1-7 


并 取 s>0 如 引 理 9.4.2. 344 2€ A Rfle€ G(H) D le C TM] š | << l, H 
(9.4.2) 和 引 理 9.4.1, 有 


IROI <alel sgi ILI 
从 而 可 利用 (9.4.5) 及 上 式 得 


FOLS Oo D E FCD | x udel < e. (9.4.8) 
如 果 € WiGr, /)= DO OGe e), JE Z IH 
lexpily| = |d(y,z)] < e, 


有 
exp, y € GIMN IEE T.M | lel <el, 
可 利用 (9.4.8) 得 
d(f(y), f(x)) = expl fGl = | FCexp;ly) | 
x ulexp;yl = pd(y, c), 
即 结论 (1) 成 立 . 
(证 (2)) 由 结论 (1), 有 
df), PG) S gdy, r) <e, n= 0,1,. (9.4.9) 
即 
Wila, AC ly € Mid Ea) < e; n=0,1,2,.|. 
(9.4.10) 
另 一 方面 , 设 y€ M 使 
d(fíi(y), FG) Ke <P, n-0,L2,- 
显然 , exp yl 2 dCy, 3) € e, EH 
| F"(exp,ly) | = [expr of ^( y) | 
= d(l fly), f (a) LeS P, n= 0,1,. 
从 而 由 引 理 9.4.3, 有 
exp,ly € GUD N IEE T,MI lel < el, 
Bp 
yE D N Olr,e)= WiCr,f). 
联合 (9.4.10) 知 结论 (2) 成 立 . ü 
定理 9.4.1 和 9.4.2, 总 称 为 (局 部 ) 稳 定 流 形 定理 .尤其 是 定理 9.4.2 的 
结论 (2) 可 作为 局 部 稳定 流 形 的 定义 .可 类 似 地 给 出 不 稳定 流 形 定理 . 
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定理 9.4.3 在 定理 9.4.1 的 条 件 下 ,存在 C ROLLE IE SEXE ] DY |+ 
E A1 和 常数 x >>0,0<4<1, 满 足 

(TID: =E“, VxC€A. 

(2) 对 任意 的 y € D*, 有 

d(f "(y) f '(=)) S 2"d(y,z), n-712,- D 

定义 9.4.3 对 zcEM, 称 嵌入 子 流 形 Di 站 O(zx,e) 为 了 在 x 点 的 局 部 
不 稳定 流 形 , 记 为 Wl, f) =D NOC, €). 

定理 9.4.4 (不 稳定 流 形 定理 ) 在 定理 9.4.1 REF, I EA, F 
在 常数 0<4<y<1,0<e, 满 足 

Dalf IG, f xn) pd(y,x), Vy€ Wr(z,f). 

(22Wi(z,f)-ly€MlaCF "£^" G0) €e,n€Z,l. 

还 可 以 定义 全 局 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 . 

定义 9.4.4 对 zEM, 分 别称 

W(x, f) = ly € Ml limdC f G), f GO) = 0l 
和 
W“(z,f) = ly € Ml limd(f (y), f * G2) = 01, 
为 了 在 点 x 的 全 局 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 . 

显然 ,有 如 下 结论 . 

命题 9.4.7 ”对 任 给 的 e。>0, 有 

(DW’(z,f)= W(x, f !). 

(2) Wz(r,f)9 W:(z,f )). 

(Wx, f) 7 Uf Wi a), f). 

(4) Wi(z, f)= W'(z, EQ f OF XE), e]. 

一 般 而 言 , W'Cr, f£) l Wu (zx, 了) 可 能 是 非 连 通 集 ,并 且 只 是 浸入 子 流 
É, 而 不 是 嵌入 子 流 形 . 

有 时 简 记 W, 了) 为 W: (r), 其余 类 似 . 

例 9.4.1 考虑 由 ARR 诱导 出 的 环 面 双 曲 自 同 构 f: T? 一 了 T?. 对 任 
意 的 zET?, 取 yER, 使 x(y)=xz, 则 W'Cx)d&xt y 的 平行 于 A 的 压缩 方 
向 的 直线 L,= E: ET? 上 的 投影 , 而 W (r) EN y 的 平行 于 A 的 扩张 方向 
HERL, = E“ 在 T* 上 的 投影 . 

从 上 例 可 以 简略 地 看 出 , 任 给 z€ A, 对 适当 小 的 e>0, WC, DAWE 
E: 相 切 的 & 维 圆 盘 , eri £ = dimE: ;而 W (zx, 了) 有 如 与 Et 相 切 的 1 维 贺 
盘 , 其 中 1 = dimE*. 
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下 面 讨论 本 节 的 第 二 个 问题 , 即 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 的 横 截 相 交 性 . 

定义 9.4.5 设 N,LCM 是 M 的 两 个 C"(r 宇 1) 子 流 形 ， 点 x€M, 8 
FRE N fl L 横 截 相交 于 点 x, UE C ND, HB T,NOT,L- T.M, id 
A NA L: 34 ND L = 名 时 , 亦 称 N 和 工 横 截 相 交 . 

显然 , 由 定理 9.4.1 和 9.4.3 有 Wr (Ga, f) AWC, 了). 下 面 的 讨论 将 
指出 , 对 充分 接近 的 y HEC A, Wr Cy, 了) 和 Wi(z,/) 也 有 唯一 的 横 截 交点 ， 
WA r(y,z). 

B| 9.4.4 在 定理 9.4.1 的 条 件 下 ,对 rzE4, 存 在 常数 0<es(z)< 
£r), 3 y. z€ ACTIO Gre e c DB, EE- z(y, >)EO(z,5(z)) 便 得 
D$ AA, Di, 

且 rly, z) 连 续 地 依赖 于 y 和 > . 
证 明 由 定理 9.4.1 和 9.4.3, 对 x€4, 存 在 C ik A tak ID l> € 
A 和 1D*|r€EA1, 使 D: 不 ,Di, 以 及 连续 映射 :U(xz) 一 Eb"(D*,M ) 和 
Ur)>ED (DI, M),k +1 = m = dimM, 对 所 有 的 y€ U(x ) 满 足 
@(y)(D') = D 0'(y)(0) = v; 
0“(y)(D!) = D“, 0“(y)(0) = y. 
取 参 变量 a, BC A ,定义 映射 pag: D' x D — R” 为 
pla, b) = laMa) - FBD), (a,b) € D* x D. 
显然 
A. (0,0) = 0, 

Hias EM. TE, ffe OEC) EC, Ha, BEANO, 
e(zr))BF, XE D: x D! 的 充分 小 的 邻 域内 存在 唯一 的 (a(a, 8),b(a,8)) 满 足 
dap Ca Ca, B), b (a, B)) = 0, 

故 存在 r(a,p8)EO(z,5(z)) 连 续 依 赖 于 a Ap, HHA 
0 (a)(a(a, B)) = GF(B)(b(a, B)) = r(a,B). 
特别 取 a= y, B= z, 有 
r(y,2) € DE N DX. 

可 核验 r(y, zx ) 满 足 要 求 . D 

BJ 9.4.5 BIG jaE A 是 列 紧 度 基 空 间 的 一 个 开 覆 盖 , 则 存在 正 数 
A>0," X 08 T U 的 直径 <X 时 ,存在 G, 使 UCG,. 称 4 为 开 覆 盖 {G,。1 
的 一 个 Lebesgue 数 . 

证 明 ” 见 文 献 [52] 第 21 页 . n 

定理 9.4.5 在 定理 9.4.1 的 条 件 下 ,存在 充分 小 的 正 数 0<6<e, 当 >y， 
z€ A 且 d(y,z)<6 时 ,存在 唯一 的 点 r(y,x) 使 得 
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Wily f) Ariy, Wilz, f), 
并 且 r(y, zz) 连续 地 依赖 于 y Hz. 

证 明 任 取 zEA4, 由 引 理 9.4.4, 存在 0<es(z)<5(rz), 当 yzEAn 
Olr, elx) it, FEA r(y,z)EO(z,5(Cz)) 连 续 依 赖 于 y fl z, fE 
得 r(y,z)E DND, 3E RH. 

Troso Ds 四 T, Di = Tí, M. 
注意 到 Wi(y, f£) - DS 1O(y, MWC, f) 2 DOC e), k FLUE 
Wily, ONW, JP EUR -IA ry, =), 即 有 定理 的 结论 . 

设 e>0, 是 A BEBE LOC eC) Ix € ALÉI— T Lebesgue Bt. 对 任 
意 xEA4, 由 r(v,z) 对 > 和 xz 的 连续 依赖 性 , TETE (x) ce /2, E fd y, x € 
O(x, n(x)) 时 ,有 

d(r(y,z), x) < e/2. (9.4.11) 

对 如 上 7(xz), 取 4 的 开 黎 盖 10(z,7y(z))1zE4 设 7>0 是 其 

Labesgue 数 . 置 
Ó = mini y, el. 
HEI 9.4.5, 41y, zI CA Ha(y, 2) € 6 Hf, FE OC o (x2), fE 8 
y z€ OC x, n(x)), 从 而 (9.4.11) 成 立 . 于 是 
d(r(y,z),y) S d(r(y,z), x) + déx, y) < e, 
d(r(y,z),z) &d(r(y,z), x) + d(éx,z) < e, 
Bp 
r(v»,z) € (Ds N OCy, e) N (D: N O(z,e)) 
或 
r(y,2) € Wily, f) N Wile, f). 
并 且 由 D“ | D: 中 交点 的 唯一 性 , 知 上 式 中 的 交点 是 唯一 的 , 故 结论 成 立 ， 口 


$9.5 极 大 双 曲 集 与 局 部 乘积 结构 


i M 是 光滑 的 Riemann 流 形 , UCM 是 开 集 , f€ C'( U, M) 是 从 U 到 
AUKAR, URE ACCU 为 其 双 曲 不 变 集 . 
定义 9.5.1 微分 同 胚 F:U 一 A(U) 的 双 曲 不 变 集 ACCU 称 为 局 部 极 大 
的 , 若 存在 A 的 紧邻 域 VC TU, 使 得 v 中 三 的 任意 不 变 集 人 二 A HA = A. 
例 9.5.1 在 定义 9.5.1 的 条 件 下 , Ë 
A UA C V, 
则 A 是 f 在 V 中 的 极 大 的 不 变 集 , 因而 也 是 f 在 V 中 的 极 大 双 曲 不 变 集 . 
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定义 9.5.2 WORE f: U— fF(U)C M 的 双 曲 不 变 集 A 称 为 具有 局 
部 乘积 结构 , 若 存 在 8 >0, 使 得 当 y, z€ A,d(y,z)<6 时 ,有 
r(y,z)€ A, 
其 中 rxr(y,z) 是 Wily, f) 58 Wi(z, 了) 的 模 截 交 点 ;这 时 ,也 称 f 在 A 上 具有 
局 部 乘积 结构 . 
注 9.5.1 由 定理 9.4.5, 可 保证 >(y,z) 的 唯一 存在 性 . 
例 9.5.2 紧 致 光滑 Riemann 流 形 M 上 的 Anosov 微分 同 有 是 f EM 上 
具有 局 部 乘积 结构 . 
注 9.5.2 在 研究 Q 稳定 性 中 , 局 部 乘积 结构 是 一 重要 的 概念 0041, 而 在 
文献 [115] 中 ,证 明了 双 曲 不 变 集 的 局 部 极 大 性 等 价 于 局 部 乘积 结构 . 
下 面 给 出 这 一 结论 . 
用 qd, Md, 分 别 表示 W^ (c)M W*(x) 上 的 距离 .下 设 e>0 同 于 稳定 流 
形 定理 . 
BI 9.5.1 任 给 5>0, 存 在 e1(6)>0, 使 得 对 任意 xzEA, 当 xxi, 0€ 
W:(r)H d(xi, r2)< e: 时 ,有 
d(x1, x2) S< d(xriy x3) < (I + ó)d(zi,z2), a € lu, sl. 
证 明 不 等 式 的 左 端 是 显然 的 ;又 由 于 T,Wi(x)= E, Wi (x) 连续 地 依 
MF zx ELA 是 紧 致 的 , 故 易 证 不 等 式 的 右 端 . n 
引 理 9.5.2 FE B>0,0<,<1 2 x€ A 时 ,成 立 
d,Cféxi), f(z2)) < pd,(xi, x2), V ri z2 € Wala) 
证 明 由 稳定 流 形 定理 9.4.2, 存在 0<4<1, 使 
d(f(Gri), f(z)) i Ad (ri, z), Vr, € Wi(r). 
下 面 , 记 导 算 子 d 为 D. 再 由 
IDEI < +l 71, YEE, 
其 中 0<r<1, 不 妨 设 上 Dfls, | «a,3tHB f # A 上 的 一 致 连续 性 , 易 证 : 存 
在 0<a<e 及 4<A1<1 使 
d(f(xi), fix) < AdCzbzr2)， V ri, zo € Wi(xr). (9.5.1) 
又 取 $>0 充分 小 ,使 5= (1+8)AM1<1. 由 引 理 9.5. 1, FE e1(0) 50, 
对 任意 zxrEA, 当 zzEW:(r) 且 drzbzz)<asl 时 , 有 
d,(x,, 2) € (1 + 9)d (xi, 22). (9.5.2) 
B 


B = minfa, Le, 1], 
M X15 r€ W;(z=)C.Wi(z)BF, f(x1), f( zx) € Ws(f(z)), 且 
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d(f(zxi), f(r2)) < d(f(z i), f(z=)) + d(/(z;), f(z=)) < 28 < e), 
故 可 利用 (9.5.2)、(9.5.1) 及 引 理 9.5.1, 8 
d,CfCGxi), f(x2)) <(1 + 6O)d(f(zri), fCx2)) 
« (1 + 8)A1d (xi, £2) 
x ud, (x, x2), 
即 结论 成 立 . g 
注 9.5.3 由 不 稳定 流 形 定理 ,有 
d(f (xi, f 1(z2)) SAàd(xi z), Yazi E Wi(z), 
可 得 到 类 似 于 引 理 9.5.2 的 结论 
ds(f Gr) f G3)) < pdu (£1, 22), V ixi x2 € Walz) 
或 
d,(Gxi, x3) € gd, (f(x, f(z2)), VFC), f(x2) € Wgl). 
3 9.5.3 设 f 的 双 曲 不 变 集 A 具有 局 部 乘积 结构 , 则 存在 常数 ó), 
8,250,234 z€ A, y€ A, fH y € Ws, (z), H d, (x, y) X à, Bf, FE N >0 di 
dif (y), A) > ài. 
证 明 5,50 待定 ,在 上 述 记 号 下 , 记 
a, = mind,(f(y)5,2), A=AN W"Cf(x)). 
下 面 给 出 证 明 的 简 述 . 
stepi 引用 注 9.5.3, t g m31 9.5.2, 4 0,« 8 Ba,, <, 时 ,存在 
不 依赖 于 zx, y fü 的 常数 j 使 得 
an < Hâns- (9.5.3) 
step? BH A 的 邻 域 
U, = |y € Mid(y, A) < àl, 
则 f # U, EE Lipschitz 的 , 故 存在 不 依赖 于 xz, y Mn 的 常数 y>0 A k >0, 
Ma, y 时 ,有 
a,,i < kan. 
联合 (9.5.3), 选择 ”之 0, 使 
CUR < a, < 01. (9.5.4) 
step3” 取 6 如 定义 9.5.2, 又 取 充 分 小 的 


. fli 1 
ó, < min 2:39. B. Y , 


使 得 当 rt r;€A.x 4€ Wi (r1), dG 3, 2;) Ki 时 ， 
dlzi 22) S dlzi z i) + dlzi, z2) < 81 + ôi < 8, 
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由 于 A 具 局 部 乘积 结构 ， 故 存在 点 r(xi, 2) f 
Wia (xi) LP W5s (72). 


同时 , 可 要 求 zl 满足 
d,(z= rrbxz2)) < 01/ (9.5.5) 
step3 lÚ 
ó>, = ó+. (9.5.6) 
则 可 断言 , 存在 N >0, 有 


daly), A) > à 
成 立 . 若 其 不 然 , 必 存 在 z€ A 使 得 
d(f'(y),z) 0, Vn EZ. 
同时 ,由 (9.5.4) 及 yE Wi (z), fff c € A lE PC) € Wi Ge). 于 是 ,类 似 
F(9.5.5), FE y(x/,2)€ Wia Cc) f Wia, Cz ) 满 足 
d,CP (y), r(x ,z)) < ó /b. (9.5.7) 
另 一 方面 ,由 A 有 具 局 部 乘积 结构 , 有 
r(x',2) € A. 
# r(= ,z)€ W"(x/)),H 
r(x,z)€ W“(fí(z=)) Y À = A, 
从 而 由 (9.5.7) 式 有 
a, <ó /k, Vn€Z, 
与 (9.5.4) 矛 盾 , 故 结论 成 立 . D 
定理 9.5.1 WRR ACU El: f. U— f( U)C M 的 双 曲 不 变 集 , 则 
A 具有 局 部 乘积 结构 的 充分 必要 条 件 是 4 为 局 部 极 大 双 则 集 . 
证 明 ” 先 证 充分 性 . 设 A 为 局 部 极 大 双 曲 集 , 取 A 的 紧 致 邻 域 V 如 定义 
9.5.1 所 述 .再 取 e>6>0, 满 足 定理 9.4.5 的 要 求 , 且 
UO GO U Wi(r) C V. 
车 WDA WDA, WJ E-A r(x, 0: € M 使 
We ri) LET, Wi (x2). 
É 
A = AU (U f "rl x2])) DA, 
是 f 的 不 变 集 , 且 A C V.H A 的 极 大 性 ,有 A = A, 从 而 r(xi, 2) € A, IX 
A 具有 局 部 乘积 结构 . 
再 证 必要 性 , 下面 给 出 证 明 的 简 述 . 
设 A 具有 局 部 乘积 结构 , 取 el 和 81,6, 分 别 如 引 理 9.5.1 和 引 理 9.5.3 
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BRI 
U;5(4) = ly € Mla(y, A) < 8/2]. 
又 设 /的 不 变 集 4 满足 
A C A C UsyoC A). 
stepl 由 引 理 9.2.1, A 上 的 切 从 Ts(M) 关 于 df 不 变 的 Whitney 和 分 
解 可 以 连续 地 扩充 到 A 的 一 个 开 邻 域 U" 上, 故 不 妨 设 
ACA CUA) U`, 
从 而 , 不妨 设 A' 是 了 的 双 曲 不 变 集 . 
step2 取 
0 € e < minle;,02, (6)? — 0l, (9.5.8) 
由 定理 9.4.5, 存 在 0<8<e, 对 任意 1, y€ Ah d (Gn, y) € 0 时 ,存在 唯一 横 
截 交点 r(x,y) 使 
Wi (zx) Aisy Wio). 
step FHEA = A, BI A 是 局 部 极 大 的 . 若 其 不 然 ,应 存在 点 z 使 
z€ UANGA - A) x Ø. 
于 是 ,存在 点 € AE 
d(x,z) < ó. 
由 step2, 存在 r(x, z) rlz, c HË 
W(x) Hi aWiOG), 
Wile) P W:i(z). 
HHE r(z2)€ A. Hb r(z,z)€ W(x) & 0€ 8e, f(9.5.6), (9.5.8) 5 
38 9.5.18 
d,Gr,r(Gx 2)) < òp dGx, r(z,2)) < 0i e < 0) 61= Ó 
再 据 引 理 9.5.3, 存在 N20, fE 
d(f`(r(z,z)), A) > 93. 
从 而 ,由 >(z,z)E Wi(z) 得 
d (f(x), A) 583 - dF GrG 20), f" C2) 
-202 — € 
2>62(1 — 03) 


1 
>52 (9.5.9) 


同 理 ,车 +(z,x)EA, 也 可 得 估计 式 (9.5.9). 但 是 ,zE A -AH 
(9.5.9) 式 与 不 变 集 A“CUsya(4) 巴 盾 . 所 以 只 可 能 是 
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r(x,z),r(z,x)€ A. (9.5.10) 
另 一 方面 ,由 
r(r,z) € Wi(z), r(z,x)€ Wi(x), 
RE 9.4.2 19.4.4, 8 
z€ Wi(r(zr,z)) f) Wi(r(z, x2). 
但 是 ,由 A 具 局 部 乘积 结构 和 (9.5.10), 且 由 es 委 中 = 01, K 61 的 取 法 ,有 
z € A, 
XICA -AFAA = A. 0 
下 面 给 出 极 大 双 曲 集 的 一 个 重要 性 质 . 
EH 9.5.2 设 ACCU 是 微分 同 胚 卫 的 局 部 极 大 双 曲 集 , WI 
Q (fla) = Per(fla). 
证 明 由 于 A 是 紧 集 , 由 定理 2.2.1 知 , 2(f14) 是 闭 集 , 故 
Per(fl,) CERIA). 
下 面 只 需 证 
Ala) C PeC f). (9.5.11) 
£X x€ 0(£14), 850, K x ÆU 中 的 邻 域 V2g, 使 
Vas = ly € Uld(y, 4) < 28] C U(A) C U, 
其 中 8,U(A) 以 及 0<a<28 均 如 定理 9.2.1 所 述 . 置 
Vin Af Van- 
显然 
x € Vin C Vas. 
由 于 xEQ(fls), 故 存在 N>0 使 
In = f N( Vp) n Via Ø. 
E yE ln 8 y€ Vio K fP(y)€ Vin TE 


d(y, f" (y)) € a. (9.5.12) 
再 考虑 赋 以 离散 拓扑 的 空间 


Xn = 10,1], 7, N- 1}, 
并 在 X 上 定义 同 胚 映 射 
g:Xn > Xy, kl k + 1(modN), Vk € Xy, 
及 
p :Xn M,kl- (y), Vk € Xu, 
其 中 >€ IN .于 是 
e° g(k) = f*g(k), k€ XNN IN - Il, 
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故 由 (9.5.12) 有 
P(op*g,f ° @) = Supd(9 ° g(k),f ° p(k)) 


-d(g(g(N -1)), fCg( N - 1))) 
=d(y, f^(y)) 
<a. 
应 用 伪 轨 族 跟 踪 定 理 , 存在 映射 y: Xa > U( A), WE 
yg= f°y, 


P(o,) < 8. 
令 x= (0), Jill 


d(x,z) & d(x, y) t d(y,z) < la + P(o,9) < 2f. 


ik 9(0) € V2gCU(A). 可 以 证 明 递 推 关系 式 
pk t1) = pD = f(@(k)) = F (2), E € Xy 
及 
FG) = FO) = f(y(N - 1)) 
-4(g(N - 1) = 9(0) = z, 
BU 9(0) € Vaf f 在 VpCU(A) 中 的 周期 点 ,其 周期 <N .于 是 
x € Per( f). 

注意 到 /| 的 周期 点 集 是 U (A) 中 的 闭 集 , 其 与 4 的 并 是 含 A 的 映射 

fl, 的 闭 不 变 集 , 由 A 的 局 部 极 大 性 , 该 集 就 是 A, 于 是 
x € Per( £14), 

即 (9.5.11) 成 立 , 从 而 定理 的 结论 成 立 . ü 

推论 9.5.1. 设 f: M—M 是 Anosov 微分 同 胚 , 则 

Qf) = Per f). 

作为 本 节 的 另 一 个 重要 问题 ,是 极 大 双 曲 集 的 结构 稳定 . 

定理 9.5.3 ( 极 大 双 曲 集 的 结构 稳定 性 ) 设 fe C'(U, M)A JA UI 
f( UU) 的 微分 同 胚 , AC U 是 了 的 局 部 极 大 双 曲 不 变 集 , 则 f 在 A 上 是 结构 稳 
定 的 , 即 对 任意 的 8>0, 存在 f 在 C1(U,M) 中 的 邻 域 ,使 得 对 任意 的 z € 
at, 存在 g 的 局 部 极 大 双 曲 不 变 集 ACU RITE A A70 ALH 

(Dh°fla=g°h, 

(2)P(h, id lA) X B, 
其 中 id14:A 一 M, 是 放 入 映射 . 
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证 明 由 定理 9.3.2 立即 可 得 到 本 定理 的 结论 , 而 只 需 证 A 也 是 局 部 极 
大 的 ,这 由 下 一 定理 可 知 . D 
定理 9.5.4 ”在 定理 9.5.3 的 条 件 下 , A 是 局 部 极 大 的 . 
WEB] ”在 定理 9.5.3 的 条 件 下 , A 是 geEwr 的 双 曲 不 变 集 , 取 A 的 充分 
小 的 邻 域 U(A), 由 定理 9.3.1 使 g|wca) 是 可 扩 的 ,其 可 扩 常 数 为 61. 
# A 不 是 局 部 极 大 的 , 由 定理 9.5.1, A 没有 局 部 乘积 结构 . 
下 面 取 任意 小 的 0<5<51/4, 便 
lrld(r,A)< 81 C Ula) 
对 所 取 的 8, 存在 x, za €C A d Cei) « ó, E 
rGri, c5) = Wši(z i, g) (1 Ws» g) € A. (9.5.13) 
由 
d(r(x,, x3), AYS d(rlri r2) 21) < ó, 
H 
rlx) € U(CA). 
5j 一 方面 , H xg HH 9.3.2, f£ fcf] S h: AA, IË 
fh l= hog. 
当 6 充分 小 时 , 自然 要 求 dlri rz) 充 分 小 ; 当 gEwr 充分 接近 了 时 ,可 使 
h -充分 接近 这, 进而 d (h (xh 1(x2)) 也 充分 小 .于 是 , 当 0<e<(6i 
- 6)/2 充分 小 时 , 存在 唯一 的 点 q 使 


WER IG). f) AW: (r), f). (9.5.14) 
hilari), h ir) EA, BEH 9.5.1, A 具有 局 部 乘积 结构 ,于 是 ,g€ A. 
再 由 定理 9.3.2, 对 任意 给 定 的 920, 8 


P id l4) < B. 
故 不 妨 设 

d(x,y) d(Ge,h !(x)) r d(h (r), h G0) + d(h (y), y) 
«2d(h tle), h !(0), V r.,y € A. 

id p-h(q)€ 4, 故 对 任意 的 nEZ,, 由 (9.5.13) 和 (9.5.14), 有 
dlg” (p), g(r(ri,r;))) 
xid(g"Cp),g'(x3)) + dlg” (r2) g"CrGr s, 23)0) 
xQd(h!esg'(p),h*g'(x)) + 8 
-2d(f sh (py fs hl(x)48 
-2dC(fÁ(QD f h (cr))) + ó 
«2c + 8 
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<i. 
类 似 地 ,对 任意 的 n € Z8 
d(g "(p),g "(r(xi 23) < òi. 
联合 前 式 , 由 可 扩 映 射 的 定义 , 知 
r(x) = p € A, 

与 (9.5.13) 式 矛盾 , 故 A 是 局 部 极 大 双 曲 集 . [ 

利用 定理 9.5.3 容易 更 一 般 地 表述 极 大 双 曲 集结 构 稳定 性 定理 . 

定理 9.5.5 ( 极 大 双 曲 集 的 结构 稳定 性 ) ”在 定理 9.5.3 的 条 件 下 ,存在 
A 的 紧邻 域 U(A), 对 任意 给 定 的 正 数 8>0, 存在 f 在 C1(U,M) 中 的 邻 域 
at, 使 得 对 任意 的 gt go € Up EE gi 和 go 在 U(A) 的 极 大 双 曲 集 A, 和 
A5, VÀ É fl RS 


h: — À; 
满足 
(D)h*gila 7 g2°h, 
(2) P(h, id |,,) € B, 
其 中 idla AM 是 放 入 映射 . 
证 明 HEM 9.5.3, 90 £3 gi f 5g; DIERRE, H. A, 和 A; 
ROBUR 4l AAR EA (EXE TER, 可 证 结论 成 立 . ü 
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结构 稳定 性 的 概念 , 始 发 于 1937 年 A. Aunponuos #ll C. ITourpsarun 对 平面 
系统 的 研究 ,给 出 了 平面 有 界 区 域 B 上 系统 为 结构 稳定 的 充 要 条 件 : 

al) 系 统 在 B 内 只 有 有 限 个 奇 元 素 , 且 均 为 双 曲 的 . 

a2) 在 鞍点 之 间 无 轨 线 连接 . 

其 证 明 可 见 文献 [116]. 随 后 , M.Peixotoll7] 增 加 如 下 必要 条 件 

a3) 每 一 轨 线 均 以 奇 元 素 为 a 极限 集 或 w 极限 集 . 

把 上 述 研究 推广 到 紧 致 的 2 流 形 M? 上 .并 进一步 指出 : M? 上 所 有 结构 稳定 
的 C' 系统 的 集合 S EM 上 的 Cr 向 量 场 的 空间 内 为 开 稠 集 . 

自 此 以 来 ,探求 结构 稳定 和 Q 稳定 的 微分 同 胚 的 特征 , 一直 是 微分 动力 
系统 研究 中 的 一 个 主要 问题 .大 约 在 20 世纪 60 年 代 , Smale 提出 两 个 著名 的 
推测 

bl) f€ Diff!(M ) 为 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 f 满足 公理 A 和 强 横 截 条 件 . 

b2) f € Diff! (M) X Q 稳定 的 充 要 条 件 是 f 满足 公理 A 和 无 环 条 件 . 

所 谓 公 理 A eds. 

cl1)Q(f) 是 双 曲 的 . 

c2)Per(f)= QCf). 

第 :个 猜测 的 充分 性 , 由 Robbin-Robinsentll8,19] 证 得 :FE Diff! (M) Ei E 
公理 A 及 强 横 截 性 条 件 , 即 W*(x) AW (y), Vx, y € Q( f), fXEDiff! CM) 
中 是 结构 稳定 的 . 

第 二 个 猜测 的 充分 性 , 由 Smalet”? 中 证 得 .本章 主要 介绍 这 一 工作 . 

当 Q(f) 是 有 限 双 曲 集 时 的 结构 稳定 性 , 类 似 的 研究 还 有 Palis 和 Smale 
的 工作 [211. 

应 当 特 别 指出 的 是 , 在 dimM 之 2 时 的 必要 性 部 分 , 即 所谓 稳 定性 推测 ， 
仍 未 见解 决 .其 中 较 好 的 工作 , 有 我 国 著名 数学 家 廖 山 涛 先生 (1?1, 其 主要 结 
果 是 : 

dl) 设 f€ Diff! ( M?), WJ £ Jj Q 稳定 的 必要 条 件 是 了 满足 公理 A 及 无 环 
性 ,而 f 为 结构 稳定 的 必要 条 件 是 了 满足 公理 A 及 强 横 截 性 . 

d2)fEDiff'(M?) 为 Q 稳定 的 充 要 条 件 是 f€ 9" ( M2). 

顺便 提 及 的 是 , 在 Peixotot!'" 的 工作 后 ,关于 不 可 定向 流 形 上 的 情况 ,还 
有 更 深入 的 讨论 ; 另 一 方面 ,由 十 dimM >2 时 , 开 稠 性 的 结论 不 再 保持 , 又 导 
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致 通 有 性 的 深入 研究 . 
810.1 公理 A 与 局 部 乘积 结构 


紧 致 光滑 Riemann WE M 上 满足 公理 A RKAS AE f, 有 一 个 重 
要 的 性 质 ,就 是 在 其 非 游荡 点 集 Q(f) 上 具有 局 部 乘积 结构 .为 证 明 这 一 事 
实 ,将 使 用 微分 动力 系统 中 深刻 而 有 用 的 工具 :4 引 理 (Palist!31) 和 雾 状 引 理 . 

A 引 理 是 对 一 个 双 曲 鞍点 的 性 质 在 高 维 流 形 上 的 推广 ,下面 从 二 维 情况 
作 一 直观 的 说 明 . 设 f 以 0 为 鞍 状 不 动 点 ,在 x 轴 方 向 压缩 ,而 在 y 轴 方 向 扩 
张 ,使 + 轴 为 稳定 流 形 而 y 轴 为 不 稳定 流 形 . 在 其 稳定 流 形 (x 轴 ) 上 一 点 gq 
处 取 横 截 于 > MAIB s, A. s" 在 f 的 逐次 选 置 映射 之 一 的 像 

f(s), n= 1,2,., 

由 鞍 状 特性 , 将 随 ” 增 大 而 伸 长 并 逐步 趋 于 不 稳定 流 形 (y H). PIG) x 
轴 的 交点 亦 将 趋 于 鞍点 0. 

下 面 给 出 引 理 的 数学 描述 , 为 使 用 方便 , 对 其 叙述 形式 已 稍 作 改动 ,并 
略 去 证 明 . 

设 M E C'(r2>1)Riemann ÑW, d 是 M 上 由 Riemann 度量 诱导 出 的 距 
离 . 又 设 fEDiff(M), 点 a € M 是 f 的 双 曲 不 动 点 ,以 E* 和 E* 分 别 表示 
Df(a)( 记 导 算 子 d 为 DD) 的 稳定 子 空间 和 不 稳定 子 空间 ,并 且 

|D/(a)l =] <r, IDE a)i <r 0O«c«t. 
其 中 |. | 是 相应 的 范 数 .对 0<p, 记 
E'(o) = lu € E'l lul < pl, 
E"(p) = lv € E*llvl < pl. 
又 设 ICM HC 嵌入 子 流 形 ,满足 
dim] = dimW"(a), 
且 存 在 gE M 使 
IAW (a). 
再 记 
q = q, q = f'"(q), Vn €Z.; 
I =l, L-f"(D, Vn€Z. 

定理 10.1.1 (4 3|BB)U23 I 在 前 述 记 号 下 , 任 给 e>0, 存 在 820, nE 
Zz, 以 及 双 曲 不 动 点 a 的 开 邻 域 U(a), 当 n>n 时 ,有 结论 

(I AW Ca), H d(qr,a)<e. 

(2) 存 在 C "IE n E" (8) EC), f I, Y UCa ) HE ASH 
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Ga = (id, hy) E“(8), 


[DA | < e 


注 10.1.1 与 定理 10.1.1 对 偶 的 结论 是 , 设 JCM 为 C "嵌入 子 流 形 ， 


dim/ = dim W'(a ), 
且 存 在 p€ M 使 W*(a) AJ. Bid 
po=p, p =Z f "(p), WVn€C€Z, 
Jo= J, J, = F°) Vn€2Z, 
则 当 n Ze ng 时 ,有 
(DW'(a) &,]1,, Hi dC p, a)&e. 
(2) 存 在 C BEER LE CO) - E" C9), Ë J, N U Ca ) HER OR 
G, = (hhi, id)E' (8), 


Dh} < e. ü 
推论 10.1.1 在 定理 10.1.1 的 条 件 下 , 设 L JC M EC TUE, 
dim! = dim W" (a), dimJ = dimW^(a)3f H. 
IA Wla), J AW" (a), 
则 存在 充分 大 的 自然 数 ”使 得 1, = f" (TD 5 J 横 截 相交 于 某 个 任意 接近 于 
pR, MJ =f “(J ) 与 1 模 截 相交 于 某 个 任意 接近 于 g 的 点 . 

证 明 任 给 e>0, 记 U=JnO(p,s). 按 定理 10.1.1 和 注 10.1.1,， 当 
n> + oR}, qa = F"(q)fll p,- f "COE T a, EL f E a REDE E: Jy 
向 是 扩张 的 ,于 是 n1, n € N 充分 大 时 ,存在 点 上 E O(a,e) 使 

FI") A, p (QU) 
或 
Lin, en U, 
BEI, (n = n+ny) 与 J 横 截 相 交 于 任意 接近 于 户 的 点 ;类 似 可 证 另 一 结论 . 
n 
推论 10.1.2. 条 件 和 记号 同 推论 10.1.1, 设 U, VC M 是 开 集 , 且 

U N W'(a) zé Z (V N W"(a) x Ø), 
则 对 任意 的 。>0, 存在 充 分 大 的 自然 数 n (sk n,) 及 

x € f(U)01J (y€Ef 2(V) n D), 
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使 
d(x,p)«e (d(y,q) < &). 

证 明 取 g € UN W'Ca) 3E BUE q^ à 15 W: Ca ) Bi BRE 2 865 k ZEILE 
I'CCU, k - dimW*(a),X4 P W FRE j£ 10.1.1, PIA c € fuU) NAJ 的 存在 
性 及 q(x,p)<e; 类 似 可 证 另 -- 结 论 . g 

定理 10.1.2 ( 雾 状 引 理 ) Rr, € M i FB di EL HRS, H. 

W*(r,f) AW Cy, f), W'Cy, f) AWC, f), 
W p, € Q( f). 
证 明 由 x,y€M 是 f 的 周期 点 ,注意 到 
AOTAN, 
R 

W"(a, f) C W'(a,f"), Wea, f) C W'(a, f”), a€ ip.ql, 
故 不 妨 设 x 和 y 都 是 三 的 不 动 点 ， 

i U 是 g 点 的 任意 小 的 开 邻 域 , 于 是 

U N Wi(r,f) Ø, 
按 推论 10.1.2, 存在 自然 数 A, 使 

FOU D W:(y, f) x E 
再 利用 推论 10.1.2, 存在 自然 数 1, f 
f'(£t(U))n UD Wir, Dx @, 

从 而 

Funus, 
故 q€ QCO DEBE p€ Q( f). Ü 

SEX 10.1.1. i M 是 -- 个 紧 致 光滑 的 Riemann BUE, f € Diff! ( M) 
足 如 下 条 件 ， 

(A1)Q(f) 具 有 双 曲 结构 ， 

则 称 了 满足 “公理 A” 条件. 

命题 10.1.1 /€ Diff! (eMO ERBO Riemann 流 形 上 的 Anosov 微分 
EE, 则 了 满足 公理 A. 

WEBB 由 推论 9.5.1 可 证 . D 

定理 10.1.3 设 M 是 紧 致 光滑 Riemann 流 形 , f € Diff! ( M ) 满 足 公 理 
A, 则 了 的 非 游 沙 集 Q(f) 具 有 局 部 乘积 结构 . 

证 明 设 /满足 公理 A. 任 给 e>0, 对 了 的 双 曲 不 变 集 0(7) 中 的 任意 两 
点 和光 由 定理 9.4.5, 存 在 8>0, 当 wz,y)<8 时 ,有 

Wir) Á... Wi(y), WEO) A... o Wi). 
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如 果 rz,yEPer( 户 , 则 由 定理 10.1.2, 有 
r(x,y)r(y,x)€ QC (10.1.1) 
否则 ,由 条 件 Per(f) =Q(F), 即 zx 和 > 是 Per( 太 的 聚 点 , 故 存 在 z , y € 
Per( f) fii f$. c Fly 分别 充 分 逼近 z 和 > .同样 ,由 定理 10.1.2, 有 
rlr, y) ry D € 0f). 
而 由 定理 9.4.5,r(z,y) 和 7(v,x) 连 续 地 依赖 于 z 和 >, 即 ->(z“ ,yy I 
r(y x )5) BEHRTEA FERE BOB rr, y) HI rly, >z). HER Q(f) 的 闭 性 ,同样 


有 (10.1.1) 成 立 , 故 结论 成 立 . n 
推论 10.1.3 在 定理 10.1.3 的 条 件 下 ,2( 户 是 局 部 极 大 的 . 
证 明 由 定理 9.5.1 可 证 . ü 


定理 10.1.4 EM 是 紧 致 光滑 的 Riemann 流 形 , f € Diff! ( M) fg RE 
致 双 曲 不 变 集 A 上 具有 局 部 乘积 结构 , 则 
W'(A) = YW), W"(A) = UW*(z), 
其 中 W'(A)= 12€ MÍ lim dCf Go), A) 20], 28008 X W" (A). 
WEB] 首先 证 第 -- 式 ,为 此 , 只 须 证 
WA) C U Wo). (10.1.2) 
取 e 0, fE WiGO, HR 
0c«8««c/2, 0«a«f, 0«Y «€ a/2, 
满足 
p,q € M.d(p,q) < y»d(fCp), f(q)) < a/2. 
对 任意 的 y € W'A), FE NC N, 4 n>N 时 ,可 取 >, € A, fii 
d(f"(y),x,) < y, VnzN. 
又 补充 定义 
r = UNO), Vn€Zn«N. 
不 难 核验 1z, la € Z| 是 a 伪 轨 , 于 是 由 定 理 9.2.2, 存 在 r€ A,ÍËË OrbjCz) 
可 以 BRI laz, 1n€ Z|. 这 时 ,对 任意 n 宇 N, 有 
Alfy), f "(z)) S d(f "(y),z,) + dlrp f "z)) < y + p < e, 


f (y) € WEEN G), 
从 而 
y € FACWICFXCz))C W'(x), 
即 (10.1.2) 式 成 立 . 在 第 一 式 中 以 f R f 即 得 第 二 式 . D 
定理 10.1.5 i$ M 是 紧 致 光滑 的 Riemann DUE, f € Diff! (M), 满足 公 
“ 理 A, 则 
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M = MUW (z) 一 P NLACOE 
证 明 设 UCM,f:U>f/(U) 是 微分 同 胚 且 满 足 公理 A, 由 推论 10.1.3， 
Q( 了 ) 是 局 部 极 大 双 曲 不 变 集 .于 是 , 可 以 证 明 如 下 断言 : 
存在 0(f) 的 开 邻 域 VC U, 使 得 对 任意 yE V, 当 f/f"(y)€EV(YVnE 
NOBIT, EXE x € Rn EI ye Wr). 
由 2( 广 的 局 部 极 大 性 , 可 取 其 邻 域 U C U ,使 得 任意 不 变 集 A 满足 
Qf) C A C Ui 0f) = A. 
同时 , 由 伪 轨 跟踪 定理 ,存在 0 = 0Q(7) 的 邻 域 UCOQ) a 20, 84 XE UA) 
中 a DIS, 存在 8 跟踪 的 轨道 Orb (z). 
IEA s 20, CO B«e/2.0€a« p, E 
V = UA N U(Q) C UN ECU, 
其 中 UCO) 7 ly€ MlaCy, Q0 € al, UA) SCR QI. 
P.yCcv,H f"(y)y€ Vn CN HJ EN, Ji: 
d(xr y) <a. 
又 定义 
[f Cy) nz, 
lf"). n «0. 
显然 , lrn EZ E. VCUCO)TB a 伪 轨 , 故 存在 8 跟踪 的 轨道 Orb Cr). 
IX QUOrb; (Cr) CC VC U,, RE FI "fE, d OCFOBTTRX TE, HE C 
Q ( f). E 
d(f"(y), f(T) S 4(f y) xn) + d(z,, f "(z)) < e, 
BK y€ W:(zr), 即 上 述 断 言 成 立 . 下 证 定理 结论 . 
EMAA) Wh QUOBPETE, FE Q(f) 的 开 邻 域 Vi 和 z 点 的 
开 邻 域 U(z) 满 足 
QUf) C VV 2 V, U(z)f Vi = @. 
H z€ Q( f), A 
U(z) 0 f "(CU(z)) = Z, Vn € N. (10.1.3) 
Xd MN V, EBUTEBGSUKIUG)IZEMNOCOI,TETERG TR HESS 
U(z1), Uz2) UG). 
对 任 一 yE M, £y€ Q(f), ye W'(y); 车 yEQ(f), 则 存在 上 面 所 取 的 
V OTB SE, 使 得 如 果 yE€ U(z,) R T< =< pO, BE Z H 
(10.1.3) X, EENEN, n No Bf, fy) € Vi, £ = fo (y), 有 
f' (£)€ V( Vn EN), WEE p€ Q( f), A 
E= f(y) € WOO), 


Ly = 
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或 
y € f WUG) E WO), 
即 
M C U ,W' Go), 
易 知 第 一 个 等 式 成 立 . 用 广 ! 代 换 上 述 f, 可 证 第 二 个 等 式 成 立 . ü 


注 10.1.2 从 结构 稳定 性 的 定义 可 知 , 结构 稳定 系统 在 Dit! ( M ) 中 构成 
开 集 , 当 dimM = 2 BF, 它 也 是 稠密 集 . 那 么 ,满足 公理 A 的 系统 是 否 构 成 
Diff'( M ) 中 的 一 个 开 稠 集 呢 , Smale 最 初 提出 这 一 猜想 , 但 不 久 就 以 他 自己 的 
友 例 5241 给 出 了 这 一 猜想 的 否定 答案 , 即 在 一 个 三 维 环 面 T? 上 构造 了 一 个 微 
PAR f, 使 其 在 Diff(T3) 中 存在 一 个 开 邻 域 V. 对 任意 zg € V 的 任意 邻 域 
U Jr ets A BIS g^ EU, 而 g' 不 是 结构 稳定 的 .由 于 结构 稳定 的 微分 同 古 
在 Diffi(T3) 中 是 开 的 , 故 不 能 是 稠密 的 .类 似 在 S? 上 的 例子 还 有 文献 [125]. 
为 了 放宽 开 稠 性 , 就 导致 通 有 性 的 研究 , 见 文献 [921, [116], [126], [1271]; 当 
然 , 通 有 性 的 研究 , 并 不 在 公理 A 系统 提出 之 后 . 

注 10.1.3 ”在 公理 A 的 条 件 中 , 0(/) 具 有 双 曲 结构 不 能 推出 Per( 了 ) = 
Qf). A. Dankner! U*) 6 26 1. M” 上 的 一 个 微分 同 胚 , 具有 双 曲 的 Q (f) BUS 
无 限 集 ,但 其 中 只 有 有 限 个 周期 点 . 
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设 X 是 拓扑 空间 , fE Homeo( X), 如 果 存 在 + € X, IË Orb f(x) = X, NU 
Fk f 为 拓扑 的 传递 的 ( 见 § 2.3 中 定义 2.3.3). 由 定理 2.3.2 知 , f 拓扑 传递 
的 充 要 条 件 是 ;对 X 的 任意 两 个 非 空 开 集 U HE VL 存在 n € Z, f 

JF ON VZ @. 

下 面 利用 拓扑 传递 给 出 谱 分 解 的 概念 . 

定义 10.2.1 设 紧 集 QCX ES MTER, HNA SN ERAR, wR O 
存在 有 限 个 互 不 相交 的 闭 不 变 子 集 21, 3,…, Na, E 
H /限制 在 每 一个 不 变 子 集 0Q; E. fla; 是 拓扑 传递 的 , 则 称 Q,, Q2, G, 
RQ 关于 了 的 一 个 谱 分 解 ,而 Q I. O... Q, 称 为 Q(f) 的 基本 集 . 

设 M 是 紧 致 光滑 Riemann 流 形 , fEDiffi(M), 点 pEPer(f), 记 

W, = WAPNA, X, = W,, 
简 记 0 = 0(f), 置 
B,(S) = ly € nld(y, S) < nl, 
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引 理 10.2.1. BARE f € DIfl( M)WE AE A, Q = 0(/) 是 其 非 游 荡 
集 ,常数 6 20 由 定理 9.4.5 所 定义 , 则 有 如 下 结论 成 立 : 
(1) 对 于 0< <à, p € PerC f), A 
X, = B,CW,) = B,CX,). 
(2) 对 于 p,q € PerC JD, Æ X, NX, Æ, M X, = X, BI X, lp € PerC f)! 
中 的 元 素 是 两 两 不 交 的 . 
证 明 首先 证 结论 (1). 显 然 ,由 X, 和 W 的 定义 有 
X, C B,CW,) C B,CX,), 
故 只 须 证 
B,(X,) C Xp. (10.2.1) 
ERr EB, (X) l> € Q Ba(r, W,)< q, TÆ, ff #Ey € W, = 
W“( P) (10, fi 
dlx, y) < 7 < 8. 
由 0(f) 具 有 双 曲 结构 及 定理 9.4.5, 存 在 r(y,x)EM, 使 
Wy) 压 W'G). 
由 定理 10.1.3, 0 =0(f) 具 有 局 部 乘积 结构 , 故 
r(y,z) € Q, 
FH, H W“(y)C W“(p), 有 : 
r(y,=) € Wp) NR, r(y,x) € W'(z)D 0. 
如 果 x EPer( 了), 设 其 周期 为 m, 由 上 两 式 及 p € PerC f), B| uE 
r= lim f” (r(y,z)) € W) N A = Xp, (10.2.2) 
即 (10.2.1) 成 立 . 如 果 z€ Per( f), HB z€ Q( f) = Per(f), TARAIA xnl 
CPer( f) 3E x, x, 满足 (10.2.2) 于 是 
z = ma € X» 
同样 有 (10.2.1) 成 立 , 故 结论 (1) 成 立 . 
下 证 结论 (2). 设 p,g€Per(/) 且 存在 y € X, NX, BAR), A 
y € X, N X, = BOW) N Xo 
Hl daly, W,) «9 Hy € X, FE, FE x € W,- W"Co) o, f 
d(x,X,) < d(x, y) < n, 
即 
x € B,CX,) = X,. 
下 证 
W, C X,. (10.2.3) 
从 而 
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X, = W, C X,. (10.2.4) 
设 p, q 的 周期 分 别 为 m fn. EA z€ X, B X, Es f "的 闭 不 变 集 , 有 
f ""(x)€ X, 
Big rC€W,-W'(pnno, 
p = lim f "(z) € X. 
对 任意 的 z€ Ww, 同样 有 
Jim f (z) = p € X,. 
因而 当 充分 大 时 ,有 
f(x) € BG) = X, 
故 
z € f""(X,) = X,, 
即 (10.2.3) 成 立 . 同 理 可 证 XC X,, KA (10.2.4), 知 结论 (2) 成 立 . g 
513 10.2.2 如果 |4;1; =0,1,…,k1 满 足 条 件 
A, = AB F(A) = Au, 7=0,1,…,k-1, 
则 A= UA, 是 /的 不 变 集 . 
引 理 10.2.3 ”在 引 理 10.2.1 的 条 件 下 , 设 p € Per( f), U MV JE X, 中 
的 两 个 非 空 开 集 , 则 存在 NEZ, 使 
FYDDA V = @. 
WEB] 由 所 设 开 集 U 满足 
U f) X, = 2, 
不 妨 设 周期 点 g€ UP X,, M5 10.2.1, 有 
X, X, 
从 而 
v ñ x, = V ñ X, = V # @, 
B v EX, 中 的 开 集 , 故 存在 
r€ VD W.,. 
设 p fil q KARGIA m 和, 则 
Jim f ^"(x) = q € U, 
于 是 ,存在 充分 大 的 A 使 
f ""(x)€ U. 
jl N = £mn , H 
r€ f^(U) f V, 
即 结论 成 立 . 1 g 
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定理 10.2.1 ( 谱 分 解 定 理 ) 设 M 是 紧 致 光滑 的 Riemann 流 形 ， 
fEDiff'(M) 满 足 公理 A, WJ Q = 0Q(/) 存 在 唯一 的 谱 分 解 5,05, 5, 0,. 
证 明 对 pE€EPer(f), 作 0 中 的 开 集 
X, = B,(X,). 
由 0 的 紧 性 及 引 理 10.2.1 的 结论 (1), 有 
0 C M,  B,(X,) ES 
故 存 在 有 限 个 pi, poc p, € PerC 了) 使 
0 = Üx, 
其 中 X, = Xp, 且 由 引 理 10.2.1 的 结论 (2), AD LX; lj = 1,…,n| 是 两 两 不 交 
的 .再 由 
JOX;) = Xg 
可 得 到 置换 
1 2 … n 
fO) FD … fa) 
将 该 置换 分 解 成 彼此 独立 的 轮换 的 乘积 , 然后 将 每 一 轮换 中 所 涉及 的 X; 作 
成 并 集 , 记 为 2;, 而 得 到 两 两 不 交 的 闭 子 集 


Q4, 025,7 04, 
由 引 理 10.2.2 知 其 是 f 不 变 的 .显然 


易 证 f10; 是 拓扑 传递 的 . 事实 上 , 对 0; 中 任意 两 个 非 空 开 集 U M V, i 
Q; 的 作法 ,不 妨 设 U 和 V 在 某 个 开 集 X, P, 由 引 理 10.2.3, FE NEZ, IE 
fU) n Vv z @, 
故 flo, 是 拓扑 传递 的 . 
因此 , 0(/) 存 在 谱 分 解 01, 02;,…, 人 2;, 下 证 唯一 性 . 
如 果 Q(f) 另 有 一 个 谱 分 解 
0 = 0A. 
由 于 A, EXER OCA) PI BUT SE, WC ff E i I 8 w 8 
A; = X, U Xa, U Ú X, 
其 中 gj(j 71,2, 7, 0€ PerCOD A; HS EXREIS, AEA 
a -ÜA4 = Un. 
利用 引 理 10.2. 1 的 结论 (2), 可 以 证 明 


n = b, 
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OQ, 一 Q;, 
其 中 07 的 下 标 经 过 重新 排列 , 故 谱 分 解 是 唯一 的 . 
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iM 是 紧 致 流 形 , f € Homeo( M). 
定义 103.1 #k M 中 的 紧 致 集 列 
@ = M e C M, C --: C M, = M 
为 M XT f 的 一 个 滤 子 MEERI 
f(M;) CintM, j-12,,k-1 

成 立 .其 中 intMi 表示 M; 的 内 点 集 . 

下 面 引 入 记号 , 置 

KÍC4) = D, £M; VM; a), 


K/(.4) = Ù KÍ(.40. 


(10.3.1) 


(10.3.2) 


在 不 致 引起 混淆 的 地 方 ,分 别 简 记 KOM KOH Kf 和 天/ 


命题 10.3.1 对 于 滤 子 Mm 有 


Kf = Q, f "CM, NintAMi i) = Q, f "Gin M, N M;- i), 
因而 Kf(j =1,2,…,&) 是 两 两 不 交 的 紧 集 ,并 且 存 在 Kf 的 紧 致 邻 域 


U, = M, \ intM;-1 D intM; N Mj-! 2 Kf, 


满足 
KÍ -0,f XU), j= 1,2,.…,k. 
证 明 由 M;\ M; -,C M; N intM, i, 88 


uf "CM; N Mj-1) c f "( M; NintM;.). 


5 —J fi, Hi f (Mj -,) Cint M;. LA 
f (M NintM,)) C M \ M1 


f "(M;,N Mja) = f (M;) ) f "(M \ Mi-a) 


>f "( Mj) n f" XM \intMj-1), 


即 


0, f AM;\ M; ) DQ, FCM) N CQ, f "(M NintM-D) 


= (f£ "(M; \ intM; 1), 
联合 前 证 及 (10.3.1), 有 
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Kj = N, £M; Nin M; )). 
利用 

f(M;) C intM; C Mj, 
类 似 可 证 后 一 结论 . D 


命题 10.3.2 ”对 于 滤 子 .人 f BERAREN = Q(f) 有 两 两 不 交 的 分 解 式 
AN =U0, 
其 中 0Q;=0N(M;\ Mj-1)， j=1,2,…, 上 ,是 了 的 不 变 集 ,于 是 
Q, = Qn K, j= 1,2,.…,k 
Won, Hd. 
证 明 显然 , M \ Mj_1,j=1,2,…,&, 是 两 两 不 交 的 .下 面 ,只 需 证 Q, 
j 二 1,2,…, 上 ,是 f 的 不 变 集 . 
step? ”可 以 断言 , 若 xEQ0NCM \ M;-1), 则 对 任意 的 nEN 有 f/f"(z) 
EMi-1. 
若 其 不 然 , 设 € QD (M N M; BTETE B € N fi 
Fn) € Mij.i, 
Bp 
ftr) € f(M;..) C intMj-1. 
故 存在 z 的 邻 域 UCM\ M, B f£t'1(U)CintM;- , 5 nZk + 1 Bf 
F(U) = £ (fF QU) c f" GnuM;a) C intM;-i, 
从 而 
f£f'(Unusd, 
m (4.2.10) XX, 5 x € Q (f) IB BERR RENT. 
step2 UME, r z€ Q 生存 在 mEN 使 f "(x)E€EM M;, 则 r€ 


Mj. 
EEE, dz f" (G)€ ANM N M), Ë stepl 所 证 断言 ,有 
roc f” (z) € M;. 
step3 “下面 证 明 三 个 包含 关系 .首先 ,由 
f(M, 1) C intMj-1 C Mj. 
有 


f(MNM;4))2MMM;ja. (10.3.3) 

其 次 ,对 任 一 x € Q0 OM NM; BI £71 (2€ MN Mj-1, 由 断言 
step2, 有 xEM\M;-1, 即 

Q n fKCMN Mj.) C Q Y MN Mj). (10.3.4) 
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Q (1 M; C fCQ n Mj. (10.3.5) 
若 其 不 然 ,存在 c€ OC) M; IB £. C0 € QC) M; HEA step, H r EM, 
所 设 矛 盾 , 故 (10.3.5) 式 成 立 . 
step4 ”证 Q; 是 f 的 不 变 集 .首先 ,由 (10.3.4), 有 
FG) 2 0; Y f(M,) N f(M N M; l) 
TR Y M; 1 (MNM;. ) = £y. 
其 次 ,由 (10.3.3) 和 (10.3.S), 有 
fG0;) 2 Q0 N M, N f(M N Mj.) 
200 M, D (MAM; ) = 0,, 
联合 上 式 , 有 结论 成 立 . ü 
WM 是 可 度量 化 的 紧 流 形 , DCUM 是 了 的 闭 不 变 集 ,分 别称 
WT) = [z € M| limd(f "(x),T)= 01, 
W!(r)-2 ix € MI Jim d(f "(z), D) = 01, 
为 P 关于 映射 和 的 稳定 集 和 不 稳定 集 . 由 定义 和 注 2.2.1 易 知 
r€ WDS) CECT, (10.3.6) 
z € WI(PT)e L/(x) C P, (10.3.7) 
其 中 LL(z) 和 Li(x) 分 别 是 映射 的 mw 极限 点 集 和 a 极限 点 集 ( 见 定义 
2.2.2). 又 记 
LG) = LU LÍ = UG GO U LEGO, 
为 了 的 极限 集 . 有 时 ,为 书写 简便 又 省 去 上 标 f fil F tn /. 
命题 10.3.3 i$ AjG 71,2, c, kh) ERARE M 中 两 两 不 交 并 对 映射 
f € Homeo( M ) 不 变 的 闭 子 集 , H. 


LC c UA, 


则 
M = UW(A)) = UW*CA). 
证 明 先 证 第 -个 等 号 是 成 立 的 .显然 
M DU WCA, ), 
故 只 须 证 t 


M CUWA). 
为 此 ,对 任 一 EM, 由 (10.3.6) 只 需 证 ,存在 ; (OL j LE) HE 
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Lolz) C Aj 

成 立 , 即 可 .由 于 A;( =12,…,&) 是 两 两 不 交 的 闭 子 集 , 故 可 选择 两 两 不 交 
的 开 集 V; 使 

FUA = FADS ACV, j= 1,2,.,k 
或 

ACAIN V Y /(V), jo L2, h, 
进而 又 可 选取 开 集 U;, 满 足 

AjCU;CU,C f£ (V) f) VR (V), je b2 ns. 
由 题 设 ， 
L,Ox)C LCf) CUA, cù U;, 
故 存 在 NEN, E n>N 时 ,有 
r") e ÜU, 

特别 , 存在 j (3j b), 有 


f'(x) € U,. 
于 是 
FG) € (ÜU) N V, = U, 
归纳 可 证 
f"(r)EU, Yn ÈN. 
从 而 


Lola) C (0A) N Ú, = 人 
故 第 一 个 等 号 成 立 ;类 似 可 证 第 二 个 等 号 . D 
定义 10.3.2 iE A;(j 71,2, c, OERA M 中 两 两 不 交 且 对 映射 
f € Homeo( M ) 不 变 的 闭 子 集 , 引入 关系 “>”, 称 
A; > Aj 
如 果 
(WADA AD Y| (W'(A,)N AO FAY; 
又 如 果 存 在 不 同 的 ¿i i,(r 之 1), 使 得 
A, > A > > A, > A 
则 称 A，, 4;,，…, A 形成 一 个 环 ,r 称 为 环 的 长 度 ; 如 果 AG 12,77 P 
不 存在 任何 长 度 的 环 , 则 称 A;(j = 1,2,…,&) 是 无 环 的 . 
为 下 面 叙述 的 需要 , 这 里 提 及 “有 向 图 "的 概念 . 设 V 是 一 个 有 限 集 , AC 
V x V, S&CV, A)J&— 4 II u, u € V 是 有 向 图 的 顶点 , (u,u )€ A 
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MA u lu 的 路 径 , XO u>u . 

一 个 有 向 图 (V A RAA SERE CV, A ) 的 子 图 ,如果 

V CV, A CAD VxV. 
又 称 子 图 (V ,A IV ) 是 有 向 图 (V, A) 在 V CV 上 的 限制 ,其 中 
AIV =AN(V x V^). 

顶点 uE V 称 为 有 向 图 (V, 4 ) 的 一 个 下 极端 点 , 如 果 不 存 在 a € V, 使 

uu . 即 
(uu ) € A, Yu € V. 

类 似 可 定义 上 极端 点 .有 向 图 (V, A ) 的 一 个 子 图 (V', AO FOSSE EV, 
A ) 中 既 无 下 极端 点 , 又 无 上 极端 点 . 有 向 图 (V, A ) 称 为 无 圈 的 , 如果 不 存在 
A BIBT A. 

命题 10.3.4 WE A1,…, A, 满足 无 环 条 件 , 那么 (必要 时 给 这 些 集 重 
新 编号 ) 

A, > Aij. 

反之 , 若 定 义 10.3.2 中 的 A1,…, A 满足 上 述 条 件 , 则 满足 无 环 条 件 . 

证 明 后 一 结论 是 显然 的 , 只 证 前 一 结论 . 记 

V = lAn Azt, Agl, 
A = (A, ADEL A; > Ai 
于 是 (V, A ) 构 成 一 个 有 向 图 , 采用 图 的 记号 
A, -> À; 
A; > A;. 
于 是 ,可 以 断言 :可 用 1,2,…,&A 来 给 V 的 顶点 编号 ,使 得 
A, > A?i > J. 
"ZE, 首先 记 V i= V.A =A, ËL 
E, = lu € Vilu (Vi, AD 的 下 极端 点 |. 
设 Ei 中 元 素 的 个 数 为 Ni, 用 序号 1,2,…, Ni 给 E 中 的 顶点 编号 .然后 , 记 
V,- VIVE, A; = AlV,, 
E, = lu € Vilu CV; A) 的 下 极端 点 |. 

W E," 中 元 素 的 个 数 为 N. 用 序号 N +I. N i 12,7 N i + N3 给 E, 中 的 顶 
点 编号 . 

依次 下 去 , 直至 给 出 V 中 所 有 顶点 的 编导 , 即 有 如 上 断言 成 立 ， 0 

定理 10.3.1 Wa 

Ø =M C Mi C = C M, = M 
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是 紧 致 流 形 M 关于 映射 f€ Homeo( MI) 的 一 个 滤 子 , WI 
K; = Kl(4), j 212, 
是 两 两 不 交 的 f 不 变 闭 集 , 且 满 足 无 环 条 件 . 
证 明 由 命题 10.3.1 HL K; 是 两 两 不 交 的 了 不 变 闭 集 , 并 且 


K; C intM;, 
于 是 存在 ó >0, 使 
d(M N intM,, Kj) > ó. 
又 由 
f(ntM,) C f(M;) C intM;, 
有 


FI(MANintMi) C MNintM;. 
如 果 >€ M \ intM, 由 上 式 应 有 
f (y) € MANintMi， 


故 
d(f"(y,K)28, Vn€N, 
于 是 
W"(K;) C intM; C M. (10.3.8) 
另 一 方面 ,由 K; 的 定义 ,有 
K; C Mj;jNM;jaCMNM;., 
于 是 存在 $>0, 使 
ad(M;.1, Kj) > 8. 
又 由 


f(Mj-) C intM;., C Mi-b 
类 似 (10.3.8) 的 证 明 , 有 
W(K)CMNMM;;. (10.3.9) 
如 果 
K, > K;, 
即 
(W*CKON K;) N (W'(K,) N KD # Z, 
由 (10.3.8) 和 (10.3.9), 有 
M; \ M;-1 = M; N (M N Mja) D (W“(K;)) N (W'(K;)) 天 Ø, 
而 MERET, UR 


i> ji. 
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下 证 i 关 j .否则 , K;> K;. 另 一 方面 有 
K, C W"CKO Q W(K;) C M, N Mi 
由 此 易 知 
W"(K,)f1 W:(K,) = K;, 
与 K,> K, 矛盾 .内 此 
K; > K;>i >j, 

由 命题 10.3.4, Ki, K,,…, K, 满足 无 环 条 件 . 0 

下 面 设 两 两 不 交 的 紧 致 不 变 集 4, A 满足 无 环 条 件 , 并 且 按 命题 
10.3.4 的 要 求 对 其 编号 , 以 满足 

A, Aij. 

定理 10.3.2 设 M 是 紧 致 流 形 , 集 列 A1,…, AL 是 M 中 两 两 不 交 且 对 

f € Homeo( M ) 不 变 的 紧 子 集 ,满足 无 环 条 件 ,如果 
LO) CUA, 
则 存在 M 关于 上 的 滤 子 
M: =M C M, C C M, = M, 
满足 
K =A, j=1,2, P, 

其 中 K,= KI(.4). 

为 证 明定 理 10.3.2, 先 引入 如 下 引 理 . 

引 理 10.3.1 ”在 定理 10.3.2 的 条 件 下 ,如果 Æj, WI 

W*CA)) N WA) x goi >j. 
证 明 stept uE 


WAD D A; Z E. 
事实 上 , 由 题 设 可 取 
r € W"(AD O W*CA,). 
再 由 W*(A;) 的 /不 变性 和 (10.3.7) 式 ,有 
Lx) C WA) 
和 
L.( 2) C Ah 
故 所 证 成 立 . 
step2 证 
W"(Aj N OWN CAO \ Aj) @. 
事实 上 ,如 命题 10.3.3 的 证 明 , 可 取 两 两 不 交 的 开 集 DAG, n, 
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k), 5 iz; 时 ,使 
f(U)N U, =Ø, 
记 
L; = f (QU) NU, 
显然 
L;f1A; = g. 
由 stept 所 证 ,存在 WCA D PIIE SHE, E, E 
lim z, = z € A, C U,, 
不 妨 设 1x,1CU. 对 杆 任意 给 定 的 n, c, € W"CA), BD 
d(f "(r,), Aj) >0, m--* 09; 
而 A;C M N Ui, 故 可 取 
m, = minim € NI f "(x,) € MNU,, 
于 是 
Fan) € F'(U)NU = L, Vn€N. 
由 于 L, 的 紧 致 性 , 故 | 广 (zs)|ueN 存 在 收敛 子 列 ， 不 妨 就 设 为 
fox) -yC€lj, n--t9. 
考虑 到 
Jra) C W"CA,, 
所 以 
(203€ W'GJNA;. 
另 一 方面 , 可 以 新 言 
FO)€U, Vp€N. 
若 其 不 然 , 存在 q € N 使 得 
f(y EM\U, 
取 充 分 大 的 n f m, - q >0, ifl 
fs) = SAFa) € M\ U; 
与 m, 的 最 小 性 矛盾, BUDEN SRL. TEIP O) pent RE U, 中 有 收敛 
子 列 , 其 极限 点 


由 U, 取 法 的 任意 性 


Bl L,Cy) C A;. H1 (10.3.6) 68 
y € W(Aj). 
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联合 前 证 , 存在 
y € WAD 1 CAD N A), 
故 所 证 成 立 . 
step3 证 
ij. 
EEE, 由 step2 所 证 ,存在 
x € W"(A,) OV CAO N A. 
# x,€ Aj. XH x, € M 及 命题 10.3.3, 存 在 (Cor fi 
"TES W"(A, ). 
显然 r € A, HARIFI 
11 > J. 
如 果 im rs 则 结论 成 立 ; 否 则 ,由 
WAD N W*CAL) Z @, 
援引 前 证 ,存在 rS (arr EE 
i 之 t2 > t > j. 

如 此 经 过 有 限 步 , 总 可 知 所 证 成 立 . D 
引 理 10.3.2. 在 定理 10.3.2 条 件 下 , 有 
DUWA ERR UWA BII RIR. 

(2) UW* CA, E HISE U WCA, ) 的 开 邻 域 ， 
证 明 HUE UW* CA;) Jé PE SR. HMR 10.5.3, 有 
WAD C M -ÜW*). 

注意 到 引 理 10.3.1, 24 ; 5 i 时, 

W"(A) N WCA) = Ø, 

从 而 NEN 

W"CA,) C YWCA), 
于 是 
UW) TUWA), 
# BH HE HË YZ II 
UW'(A) = MN YWA) 

是 开 集 . 

在 以 上 证 明 中 , 以 ORE f. 并 将 A1,…, AL 的 排列 次 序 颠 倒 为 A， 

Ak. Am, 可 证 UW'(A;) 是 闭 集 ,而 UW'(A,) 是 开 集 . 
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然后 证 结论 (1) 的 其 余部 分 .由 
UW'CA) C M = Ú WCA), 
及 无 环 条 件 , 当 po ;之 ) 时 
WCA) N WA) = Z. 
从 而 
UW*CA) CUW'CA). 
类 似 可 证 结论 (2) 的 其 余部 分 ， | " 
引 理 10.3.3 在 定理 10.3.2 的 条 件 下 ,存在 M 关于 了 的 滤 子 
dh MCAMCCAM = M, 


满足 
UW'CA)) C intM; C Mj CUWA). (10.3.10) 
证 明 stepi 由 于 紧 空间 的 闭 子 集 必 是 紧 集 ,由 引 理 10.3.2, UW CA) 
是 紧 集 UwWw*( A) 的 开 邻 域 , 故 必定 存在 紧 集 Q, 满足 


UW*CA,) C iQ, C. Q, C UWA) (10.3.11) 
可 以 断言 ， 
UW*CA) = Nf"(Q). (10.3.12) 


事实 上 ,由 W"CAOIMI /不 变性 ,有 
UG cpi. 


53-18, 
+ € Qf" (QD, 
即 | 
fCG)€ Q CUWA), Yn z0 
易 证 


L.Gr) C UW'(A). 
同时 , 由 命题 10.3.3 i 
+ € M -ÜW*GJ, 
故 存在 paS) 有 
r € W'"(A,), 
利用 (10.3.7), 得 
L.C) C Ap. 
从 而 
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@ = LG CUW'(G N Ap. 
注意 到 , psc; M, B 
WAN A, = Ø, 
故 


因此 
x € W“(A,) CUW'CA). 
联合 前 证 ,有 断言 (10.3.12) 式 成 立 。 
step2 ”证 存在 紧 集 v, 使 
(al) UW* CA) Cin ViC Vi CUW(A;). 
(2) f( V;)CintV,;. ü 
事实 上 ,对 给 定 的 i, ËL 
A, = £^ (Q2, 
是 紧 集 ,显然 4A, 卫 Ar=0,1,2,…. 由 于 - 
Ara = AFD = Q, N CO (9 = KA, 
故 
fA) CA, r= 0,1,2,.. 
同时 ,由 (10.3.11) 和 (10.3.12) 式 ,有 
Of" (Q) = UWA) C intQ;, 
因而 存在 0 使 
A, C intQ;, 
并 且 , 由 W*(A;) 的 f 不 变性 ,及 (10.3.11) 式 ,有 


f ” ( Q:) = UW: ( Aj) 一 Af ” Cyw“ ( A; ) ) 


c Pf" Git Q;) = intA,, 

所 以 ,存在 r20 使 

站 "(Q,) C intA, C A, C intQ;. 
再 由 (10.3.13), 归纳 可 证 

FHAD FA), n = 52,7 

且 由 (10.3.14) 有 
Qf" (A, ) = NAR) C intA,, 

故 存在 n CN 使 得 


(10.3.13) 


(10.3.14) 
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f"(GA,) C intA,. 
对 取得 的 ~, 记 
A = A,. 
综合 前 证 , A 满足 
(bI) QS” CQ))CintAC A CintQ;. 
(b2) fL A)C A. 
(b3) f£ f£ n € N, f&f8 
f'"(A) C intA. 
如 果 n -1, SC V; =A, (a1), ODR WR n 2, 则 选取 A 的 紧邻 域 B 
满足 
A C intB C B C f "(intA) f] intQ;, 
H 
C-AU(BDnf"'(B), 
易 知 C 满足 
(c) (| f " CQ) Cin CC C CintQ;. 
(2)f(C)CC. 
(c3) £f " (C) Cini C. 
由 于 ”是 -一 个 有 限 的 自然 数 , 如 此 归纳 可 得 满足 (al) 和 (a2) 的 V;. 
step3 J step2 中 的 紧 集 v, 
M, = UV; i=1,2,…,k; M = Ø. 
易 证 Mo, Mi, c, M, 构成 满足 定理 要 求 的 滤 子 AM. 口 
定理 10.3.2 的 证 明 由 引 理 10.3.3, 存 在 关于 f HWT 
M: =M C M, C :--: C M, = M, 
满足 (10.3.10). 下 证 
KÍC4) = An i212, ,h. 
首先 , 当 i 去 7 时 
A, N WOA) = Ø, 
由 (10.3.10) 有 
A; N Mi, = Ø, 
于 是 
A; C M; NintM,.,, 
所 以 
A; C Lf " CM; Vin Mi). (10.3.15) 
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另 一 方面 ,由 (10.3.10) 中 
UW"(Aj)) C Mi 
利用 引 理 10.3.3 中 stepl 的 断言 (10.3.12), 有 
Qf " (Mi) = UW* CAD 
同时 , 又 由 (10.3.10) 式 和 命题 10.3.3, 有 
M\inM; 1 CUW"(A;) 
NS” IM AintMi-D CUW' CA), 
于 是 ,联合 (10.3.16) 有 ú 
DF" CB NintMi-D C W*CA). 
其 次 ,由 (10.3.10) 中 
M; CUWA) 
有 
B, "Mi) CUWA); 
同时 , 又 由 (10.3.10) 式 ,有 
UW'CA;) C MNintM;.,, 
利用 断言 (10.3.12) 可 得 
UW'(A) = Yf "(M Nin Mia), 
于 是 ,联合 (10.3.18) 有 
Qf" CM; \ intMi-1) C W'(A;). 
联合 (10.3.17) 和 (10.3.19), 得 


Qf" (Mi\intMi1) C W"CA,) N W'CA = A; 


5&6 (10.3.15), 利用 命题 10.3.1, 得 


KICO = (f (Mi\intMi) = As Eo 2 
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(10.3.16) 


(10.3.17) 


(10.3.18) 


(10.3.19) 


设 M 是 紧 致 光滑 的 Riemann WE, f € Diffi( M ) 满 足 公理 A, 则 由 定理 
10.2.1, FE REA 8E Q 05,70, O, WREKE O (= 52.07, k) 满 足 无 环 


条 件 , 则 称 / 满足 无 环 条 件 . 


定理 10.4.1 如果 紧 致 光滑 Riemann 流 形 M 上 的 映射 JE Diff! ( M ) 满 


是 公理 A 和 无 环 条 件 ,那么 上 是 9 稳定 的 . 


证 明 设 f 满足 公理 A, 由 定理 10.2.1, JU Q(f) 存 在 谱 分 解 
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Q1, 5, Uy Ng, 
其 中 , 基本 集 Q (= 1,2,…, 上 &) 是 两 两 不 交 且 关于 了 不 变 的 闭 子 集 ,使 得 
acp = UN, 
又 当 限制 在 Q; 上 时 , Flo; 是 拓扑 传递 的 , ; 1,2, c e RAR, EAS E 
足 无 环 条 件 , 由 命题 10.3.4, 不 妨 设 
N: > Qi >j. 
显然 


LI c aun = UA. 
按 定理 10.3.2, 存在 M 关于 三 的 滤 子 
4; @ = M C M, C -- C M, = M 
满足 
KÍ(4) = Qj, ¿= L2, ËF. (10.4.1) 
id U; - M; VintM;.,, Hh XE 10.3.1, 48 
Q, = KMO = (1 f CU), 
FE U, & Q, 的 紧邻 域 ,由 定 义 可 知 Q, 是 了 在 U, 中 的 局 部 极 大 集 . 
于 是 , 由 定理 9.5.3, 极 大 双 曲 集 的 结构 稳定 性 , f10; 在 Q; 上 是 结构 稳定 
的 , 即 对 任意 的 8>0, 存 在 £10; ECCU, M ) 中 的 邻 域 a6? ,对 任意 的 gE 
WW, 存在 Q, 的 紧邻 域 V;C U, 和 同 胚 
hii — A, = Dg CV) (10.4.2) 
满足 
(1)h;° f l0; 7 g°h;, 
(2) PCh;, id 10,) € B, 
其 中 , A; 是 g 在 V, 中 的 局 部 极 大 双 曲 不 变 集 . 
id g € % C tk U, 中 的 非 游荡 点 集 为 Q;(g), 下 证 
Q;(g) = A. (10.4.3) 
事实 上 , 对 适当 选取 的 a? ,可 使 
f(Mj) C itM;>g(M;) C intM;, Vg € at), 
故 th g 的 滤 子 ;并 且 由 (10.4.1), 有 
KÍCA) = Qf” CM; Nim Mi) C Vs, 
易 证 
KECAM) =N, g'( Mi NintM; 1) C Vj, 
于 是 ,由 (10.4.2) 可 证 
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Kf C4) C Ai 

又 由 V;CU;, f 

A; = Q, g" ( V.) c gt CU) = KiC), 
于 是 

K8(. 们 = A, i = 42, ,h. 
注意 到 命题 10.3.2, 有 
Q;,(g) = Alg) N (M, NM, .) = Alg) N KC) = Alg) N A5 
另 一 方面 ,2, 互相 隔离 , 即 
Q; C intM, NM; i, 

X Hi PerC f) = QC), 

A= h,(0,) = hi(Per(f) N A) 

C hi (PerC f) N Q.) C Per g) C Q (g), 


因而 
A; = Alg) N A; = O, (g), 
Hi (10.4.3) £L. FIRE, E 
Up = AN uo 
对 任何 gE%r, 由 上 述 讨论 , ff cR] RC 
h;:Q; CP) 9 Q:l), 


使 得 
he fl; (f) = g oh, í = 1,2,.,k. 

XE X [8] Hf 

h:QCP) > Alg) 
为 

hlQ;( f) = h, i-1L2,'.k. 

于 是 

he float = g ° h, 
HW 


P(h, idla) < B. 
即 /是 O 稳定 的 . ü 
E 10.4.1 利用 伪 轨 跟踪 定理 , 可 以 证 明 满足 公理 A (CY [6] E A fF fr 
长 度 为 1 的 环 , 即 自然 满足 
WO f) WR) = Qi, ilv. 
于 是 Q 稳定 性 定理 可 以 叙述 如 下 : 
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设 光滑 紧 致 Riemann 流 形 上 的 微分 同 胚 f € Diff! ( M) E ZEB A, 其 谱 

分 解 的 全 体 基本 集 Qi, …, 0, 如果 不 存在 两 两 不 同 的 i1, ia, i (r1), f 
W"(Q,) N W(Q,,0 s C, t= ri i 

那么 f 是 0 稳定 的 . 

注 10.4.2 定理 10.4.1 中 的 无 环 条 件 是 不 可 去 的 .如 果 f 为 0 稳定 的 ， 
MJ fF 具有 无 环 性 (Palis) ,事实 上 ,可 以 举 出 一 个 二 维 微分 同 胚 的 例子 ,能 产生 
所 谓 “Q 爆炸 "现象 ,在 有 环 条 件 下 不 能 是 2 稳定 的 . 详 叙 可 见 相关 文 献 . 

TEHER EEU- TARRA, MEKAR, HSE 
Homeo( M ) . 在 第 四 章 中 ,给 出 了 M 上 映射 的 链 回 归 集 R(f). 称 x € 
R(f),# r€ M 且 对 任意 的 e >0 都 存在 过 点 x 的 周期 的 e 伪 轨 . 

定理 10.4.2 ”如 果 了 /在 R(f) 上 具有 双 曲 构造 ,那么 成 立 :; 

(D f£ 满足 公理 A BR 0D -R(C. 

(2)F 了 满足 无 环 条 件 . 

(3) 从 而 ,上 是 2 稳定 的 . 

证 明 首先 证 结论 (1) 只 须 证 

R(f) C Per(f) (10.4.4) 
成 立即 可 . 事实 上 , 若 上 式 成 立 , 则 由 
QA(f) CR(f) C Per NCA), 
有 
Qf) = PerCf) = RC 

是 双 曲 的 , 即 S 满足 公理 A. 下 证 (10.4.4). 

记 A-RC,HW A 的 开 邻 域 U(A) 和 常数 po>0 如 定理 9. 2.1 所 述 , 于 
是 在 定理 9.3.1 的 证 明 中 指出 , 若 点 y1, yzE M 满足 

{Orb;(y1) U Orby(y2)1 C UCA), 
H. 
dF” Cy) f" (y) < Bo Vn €Z, 
则 
yı — y2. 
由 定理 9.2.2, 又 取 a 和 8B 满足 
0 < a < B < po/2， 

使 得 对 双 曲 集 A 中 任意 的 a 伪 轨 ,都 存在 U(A ) 中 的 轨道 对 其 6 跟踪 . 

由 定理 4.2.5, 任 取 

x € R(f) = RCFIRCAOD, 

则 存在 过 oc 点 的 不 妨 设 其 周期 为 p 的 a DIELIS,I C RC. TEFEN y 点 
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的 轨迹 Orby(y)CU(A) 对 其 8 跟踪 .显然 ,由 zx, , ,= zw 有 
AFP y), f” OD SAF PCy), arp) t dlra f£" Cy) < 28 < B, 
故 
ff(y) = y, 
即 
y € Per( f). 
由 上 述 讨论 可 知 ,对 任意 的 zxER(P) 及 任意 的 0<8< po/2, 都 存在 y € 
Per( f) 使 得 
d(x,y) < B, 
即 (10.4.4) 式 成 立 . 
再 证 结论 (2) ” 若 其 不 然 , 存在 Q(f) = R(f) 的 基本 集 组 成 的 环 : 
0, > Q, >: > A, > (uu = Ris, 
于 是 存在 
qi € W"(Q) NA W(Qii, i152,75r. 
从 而 ,对 任意 给 定 的 e >0, 存 在 充分 大 的 m € N, f& f$ 


d(f "(gi), 0i) < >° dCf" (qi), Riri) < >° i = 1,2,.…,r. 


易 证 存在 p, € Q, Mk € NN, 使 得 

d(pi, f" (4,0) < e, 

d(pi, f"(qi.1) <e, í = 2,.…,r, 

dO. f" (0) e, ilr, 
其 中 , 前 两 式 显然 成 立 ; 第 三 式 由 结论 (1) 知 周期 点 的 稠密 性 而 可 证 .于 是 , 以 
下 有 限 点 列 生成 一 个 周期 的 e 伪 轨 : 

Poto FEME” a qo Cq); 

pasts FA Pa E” Caa) s 4200 f" (gq2); 


bes FDN I (sao f" Ca). 
从 而 , XHER RS e 0, 都 存在 过 点 q; 的 周期 的 e 伪 轨 , BD 
q € R(f) = Q(f), i-2V2,v,r, 
这 与 q 的 选取 矛盾 , 故 了 满足 无 环 条 件 . 
最 后 , 由 结论 (1),(2) 和 定理 10.4.1 知 结论 (3) 成 立 . u 
类 似 于 命题 10.3.2, 有 如 下 结论 . 
命题 10.4.1 d 
M: @ = M C MI C --: C M, = M 
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E MT f HET, NI R = R(f) 有 如 下 两 两 不 交 的 分 解 
R= UR, 
满足 R,-ROGMN Mj-1) 是 f 的 不 变 集 , 且 R; RANKAD. g 
定理 10.4.3 如 果 f 满 足 公 理 A 和 无 环 条 件 , 则 R(f)= 0(f), 从 而 
R(f) 具 有 双 曲 构造 的 充分 必要 条 件 是 f 满足 公理 A 和 无 环 条 件 . 
证 明 由 于 ff 满足 公理 A, 由 定理 10.2.1,0=0(f) 存 在 基本 集 分 解 
nQ =Ùa, 
再 由 无 环 条 件 和 定理 10.3.2, FET 
d; @ = M C M, C -:: C M, = M 
满足 
Q; = KÍ(.4) = D f " (M; \ Ma). 
于 是 由 命题 10.4.1, 有 
0; = Q N KAA C R N KÍCA) = R, C KI(M)= 0,, 
Bp 


从 而 
RO) = ÙR; = ÚA = aP) 
具有 双 曲 构造 .联系 定理 10.4.2, 有 后 一 结论 成 芯 . n 
类 似 于 0 稳定 性 的 定义 ,可 以 提出 R 稳定 性 的 概念 , 即 : 对 C! 意义 下 充 
分 接近 f € Diff'( M) 的 g, FERR 
h:R(f)— R(g) 
使 得 
he flen = g ° h, 
则 称 f 是 R 稳定 的 . 
注意 到 满足 公理 A 和 无 环 条 件 的 微分 同 胚 组 成 Diff! CM ) 中 的 开 集 , 利用 
定理 10.4.3, 容易 得 到 如 下 R 稳定 性 定理 . 
定理 10.4.4 i f € Dif! (M) B. R(f) 具 有 双 曲 结构 , 则 /是 R 稳定 
的 . 
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前 面 讲述 的 微分 动力 系统 ,本质 上 是 有 穷 维 动力 系统 . 一 个 Banach 空间 
上 的 算 子 半 群 , 可 以 构成 一 个 抽象 的 无 穷 维 动力 系统 .本章 开始 涉 狂 这 方面 的 
内 容 .这 里 , 算 子 半 群 是 一 个 重要 的 工具 和 方法 55 237 890 . 


$11.1 算 子 半 群 


i X 是 Banach 空间 ,映射 A: D(A) — X ERRAT, D( A) C X EK 

定义 域 , 记 
AX) = lAJ|A.D(A)C X — XX 线性 且 有 界 |. 

定义 11.1.1 FK X 上 的 单 参数 算 子 族 1S(1)|S(1)E€ (X), 201A 
性 有 界 算 子 半 群 , 若 满足 

(1)S(0)= 了 ,其 中 1 是 X 上 的 便 等 算 子 . 

(2)S(1+r)= S(t1):S(r), Yt, t20. 
简称 S(z) 是 半 群 ;如 果 更 有 

(3)lim | SC) -x;Xl =0, V r€ X. 
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则 称 此 半 群 为 强 连续 半 群 ,简称 为 C? 类 半 群 ;一 个 半 群 如 果 满 足 条 件 
lim | SCO - T: Il = 0, 


则 称 该 半 群 为 一 致 连续 半 群 . 
命题 11.1.1 设 S(1) 是 C'" 类 半 群 ,车 xEX, 则 S(1)x 对 z 志 0 连续 . 
证 明 E ri, t20, id a min(z, t2), p= 1t 7 0l, 8 


max( t, t3) =at B. 


于 是 ,由 
IS) = SGa)z ] < ISa) ll : 1SCGDx - xl 
可 证 结论 成 立 . D 
命题 11.1.2 设 SC) 是 (0 类 灶 群 , 则 存在 o20 和 M21, fe 
l SG» Xl < Me, VOKE. (11.1.1) 
证 明 如 果 存 在 7>0 和 M 之 1 使 
SG ll < M, Oxrx m (11.1.2) 


成 立 , 则 对 任意 120,43 1o np 0 n €Z, 0x8 gH 
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LSO = ll SC * 0 = MS(9)S(6)l| < M * M", 
^ w=) !InM, 有 结论 成 立 . 故 只 须 证 (11.1.2). 若 其 不 然 ,存在 序列 |17, , tn 
Z0 H ¿,—0(n— + œ), fi 
i SQ) I m n. 

由 共鸣 定理 ,存在 x€EX 使 上 SC | XR, 5 SCOBS CH 类 半 群 矛盾 ， 
故 (11.1.3) 式 成 立 . D 

定义 11.1.2 若 C0 类 半 群 SCr) 在 (11.1.1) 中 有 M=1l,w=0, 则 称 
SC C? 类 压缩 半 群 ;车 仅 有 w=0, 则 称 SCOÓS C? 类 --- 致 有 界 半 群 . 

下 面 介绍 无 穷 小 生成 元 的 概念 . iO A 的 定义 域 为 D(A). 

定义 11.1.3. WATA 是 半 群 1S(1)11 宇 01 的 无 穷 的 生成 元 , 如 果 

D(A)= (ut Xl lim Su fte]. (11.1.3) 


Au = lim Seu - "EOD Vu € D(A). 
t 


显然 ,无 穷 小 生成 元 是 线性 算 子 ,但 不 一 定 是 有 界 算 子 . 
命题 11.1.3 ”对 任 一 A€ (X), BE SIA"/n! 在 vCX ) ni Sx dg 
n-0 
Exp( A), BË $J 
Sit Exp( A), Vi C€ R 
无 穷 次 可 微 , 且 成 立 
(DÉSG)-A:SG)- SUYA, ViER. 
(2) 当 A,, A; € YX) 可 换 , 即 AlrA;= A'A] 时 ,有 
Exp(AI + A5) = Exp( Aj) : Exp(A,). 
从 而 1S(1)|1 宇 01 构 成 C? 类 半 群 并 以 4 为 其 无 穷 小 生成 元 . 
证 明 设 AC (X), TES l| 
[Saas $3 An! expCILA l|), 


3n SA" /nM fg (X) 中 收敛 , 故 
| S(t) = Exp(rA) € (X). 
由 此 可 证 结论 (2). 显然 
S(0) = Exp(0) = I, 
S(t + c) = Exp((1 + 2)A) = ExpCzA) : Exp(cA) = SG) .SCr) 
EPISC) |20 EA RREN F EE. V IN 
IS) -Il = IExpGA)- T| «lrlllAle'?", Vr€R, 
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知 1S(5)1z 关 0 是 一 致 连续 半 群 ,也 是 Co 类 半 群 . 
注意 到 , 存在 常数 c>0 使 
IS Aq < 


elele lAl, 


易 知 S(z) 在 :=0 点 处 可 导 且 结论 (1) 成 立 . 于 是 ,利用 半 群 性 质 和 命题 
11.1.2 可 证 结论 (1) 对 任意 C R 成 立 . 
由 结论 (1), 知 A 是 S(z1) 的 无 穷 小 生成 元 . o 
命题 11.1.4 设 A 是 C" 类 半 群 S(1) 的 无 穷 小 生成 元 ,那么 成 立 


tth 
(对 we X, (20, lim L| Sude = SCA. 


(2) 对 u€ X, 1220, 有 | ScOud: € D(A) H. 


a| f Sede] = sco - u. 

(39$ C€ D(A), t20 f S(t)uED(A)H 

i (SC) = AS(t)u = S(1)Aa. 
(49$ a C D(A),.t,r20 有 

S(Du- S(r)x = | SC) Aude - [AS(rudr. 
证 明 证 (1) 由 下 式 及 命题 11.1.1 可 证 (1) 成 立 ， 
|f Suar -SC 可 < P Ië [S(r)u ~ SCOw ll dc 
证 (2) 由 下 式 并 令 A—0'.miea»o8 (OE, 
SU L| Se)ude E 1 SCr)udr 一 二 | SCe)udr, 
0 t 0 


h h 
证 (3) 首先 , 设 w ED(A),h>0, 当 1 之 0 时 ,有 
S(t thu - S(t)u _ 50) 一 L(y), = SQ) Su) zu 


4 h—0',8 Slt) E D(A), H 
d-(SCr)w) = AS(t)u = S(t)Au, t 50. 


其 次 ,又 由 
j 860—807, — suya, | 


«M | S02 Au p SQ - A)Au - S(DAu | —0,(h 0), 


有 
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"CIOPY = S(1)Au, 


从 而 ,结论 (3) 成 立 . 
证 (4) ”由 结论 (3), 从 7 到 1: 积分 即 可 . o 
命题 11.1.5 BAEC 类 半 群 S(1) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 D(A) 在 X 
REH A 是 闭 线性 算 子 . 
证 明 首先 ,对 任 一 wxEX, 置 


w(t) = T| SCr)udr, V: > 0, 


由 命题 11.1.4 48516 (2), A w(O)€ D(A), V /Z0; 再 由 其 结论 (1), 有 
w(t)-u(1—0'),i& D(A)# X PR. 
其 次 , A 显然 是 线性 算 子 . 又 取 序 列 j ec D(A), 使 其 在 XX 中 有 
u, > u H Au, > w, n —+ eo, 


由 上 一 命题 (4)， 
S(t)un - u, = J,SCO Aus dr, 
其 中 , 右 端 被 积 函 数 在 有 限 区 间 上 是 一 致 收敛 的 , 故 当 2 一 co 时 ,有 
S(t)u -u = J, SC wdr, 


两 端 同 除 以 2,4 £0 , Iu € DA). Au — w, B A 是 闭 算 子 110. " 
命题 11.1.6 设 A 和 B 分 别 是 C? 类 半 群 S(:) 和 T(z) 的 无 穷 小 生成 
元 , 若 A=B 则 
S(1) = T(1), V: >0. 
WB] 设 A=B, 则 D(A)=D(B), 任 取 w€D(A)=D(B), 则 对 任 给 
的 :>0, 有 S(1)uE€D(A),T(1)u€D(B), 并 由 Leibnitz 公式 ,有 


AITU - QSG)u] 2- TG - r)BS(r)u + TG 7 r)AS(r)u = 0, 

故 

| iT - ve)S(r)udr = 0, 

0 ar 
即 

T(t- r)S(r)ul,-, = T(t- c)S(r)ul,-o, 
得 
S(t) iba = TO) pao- 


而 D(A)=D(B) 在 X 中 稠 , 故 结论 成 立 . ü 
压缩 半 群 无 穷 小 生成 元 的 充 要 条 件 是 下 面 给 出 的 Hille-Yosida 定理 . 
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记 线 性 算 子 A 的 预 解 集 


p(A) 2 lA € Cl(AL - A) FU], 
ll AC p(A), WAI-A) '€ (X). id 


R(A;A) = (AI - A) ! 


称 为 算 子 A 的 预 解 式 . 

定理 11.1.1 (Hille-Yosida) 设 线性 算 子 AE MX), 则 存在 一 个 C9 类 
压缩 半 群 S= 1S(0)1 2018 A 为 其 无 S? DNEROCII TESAR PE BE. 

(DA EWR FH DCA)Ó4C X S. 

(2)x(A)DƏR, Ë. 

IROA AX)I aA, VA>0. 

证 明 必要 性 设 A 是 C? 类 压缩 半 群 S$ 的 无 穷 小 生成 元 ,由 命题 
11.1.5, 知 条 件 (1) 成 立 ;下 证 条 件 (2). 

stepl H A20, B 4€ X. EX R(A): X> X 32 


RGODu «| e SsG)udt = lim [e "S(r)udt. 
0 LE œJ 0 
定义 是 枪 当 的 . 事实 上 , 任 给 s>0, 对 充分 大 的 ,8>0 有 
8 
[e "S(t)udt 


a 


cheret) jul ee, vA. 
从 而 ,ROOMA)xEX, 且 


| R(A)u | <| e vada tilel, Ya >0. 1.1.4) 
A R(A)C 2(X). 
step2 下 面具 须 证 


RO) = R(A;A). (11.1.5) 
首先 证 R(X) 是 (aT - A) 的 行道 .由 命题 11.1.4, 有 
lim SUD Igqy), 


ni s “s(t tah). S(r)Indt 
Um 
UT 3 i 1 UT H 

= lim P | e MMo( i Judt - n e "SCDudt | 

_ 1: 1 „Ah | > AM Q u 1 “| -Àt I 

= lim |; 1) o e "S(t)udt "E E: S(1)udt | 

—-AR(A)u- u, Vu X, 
Bl R(OJu€D(CAD)H 

AR(A)u = AR(AJu — u, Vr € X (11.1.6) 
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BROI-A)RGOsIEX bm. 
其 次 , 任 取 uw€ED(A), 注 意 到 A 是 闭 算 子 ,有 


+œ 
R(A)Au -| e "S(t)Audt 
doc 
3l e "AS(i)udt 
O 


= A| lim |° "S(Ct)udt | 
z AR(A)u. 
由 于 DCE X PE SC EX Ke X 上 成 立 ,代入 (11.1.6) 式 ,得 
R(A)Au = AR(A)u- u 
SOR(GO(GI-A)8L,TE X Er, ACT. LORRI, HB C11. 1. 40 818 
i£ (2) XE. 
充分 性 WE AC VOX E 2000802) ER A 20, A € o (A), g X 
算 子 A 的 Yosida iË ir 
A, = AAR(A:A), 
显然 AEXX), 且 
A, = Alal- (AI. - AJJR(OL IA) = A2R(A;A) - AL. 
stepl 证 极限 


limExp( 1A) u, Vu € X, (11.1.7) 
存在 .由 
AR(A;A) - R(A:A)A 
= RGSADX[GI - A)A - ACIE - AJIR(A;A) = 0, 
有 


AR(A;:À) = R(A;A)A, 

十 是 ,对 任 一 x€ DA), 
| Awu Aul = |AAR(A;A)u - Au || 

= || AR(GA; A)Au - Au || 

= || R(A:A)A u |! 

«(a AID IA uil —0, à — e, 
即 

Jim Awu = Au, Vu € D(A). (11.1.8) 
由 于 D(4A) 在 X 中 稠密 , 且 A, 和 A 连续 , 故 上 式 在 X 中 成 立 . 
另 一 方面 ,由 命题 11.1.3 的 (2) 和 本 定理 条 件 (2)， 
| Exp(zA,) | = ll ExpL? RG A) - AI] | 
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Sexp(— 1A) * Exp( ra? || RCA; A) ID) 
xiexp(—- tA) ` exp(tà) = 1, Vz,à > 0. (11.1.9) 
于 是 ,对 任 给 s>0, 4 A, u 20 充分 大 后 ,由 (11.1.8) 和 (11.1.9), 在 :的 一 个 
有 界 域 上 , 有 
| Exp(1A,) u — Exp(tA,)u Il 


-|f 4 —[Exp(#sA,)Exp((1 — s:A,)]u ds 


<t E Exp(15A; )Exp( (1 — 5)2A,) | * MA - Ayu || ds 
0 


«t| A; - Apu | <e, Vu € X, 
从 而 , (11.1.7) 成 立 , 且 在 1 的 一 个 有 界 域 上 对 是 一 致 收敛 的 .定义 
Jim Exp( tA )u = S(t)u, 
显然 S(1)E AUX), 8 S=IS(:)|:20. 
step2 证 S 是 X 上 C" 类 压缩 半 群 . 
S 显然 是 半 群 .注意 到 (11.1.7) 对 1 的 一 致 收敛 性 ， 
lim S(t)u = lim Jim Exp(1A;)u = = Jim. lim Exp(:A;)u = u, 


i40! t0 t0 


Hl S E CO AH. X W 和 充分 大 时 ,有 
| Exp(zA))u ~ S(t)ull < e. 
再 由 (11.1.9), 有 
ISu ll = | Exp(GrAQu | + lExpGAD€ - SCOv | x lul +e 
或 
| SG: (X) 1 x 1, 
即 S(1) 是 压缩 的 . 
step3 证 A 是 S 的 无 穷 小 生成 元 . 仍 由 (11.1.7) 的 一 致 性 ， 
m Suu = lim : [ lim Exp( tA Ju- u] 


19 p 


- lim £^! [ lim | Exp( rA, )Auud: | 


/0 


= lim i S(r)Audc 
t Jo 


= Au, Vu € D(A), 
即 满足 定义 11.1.3 的 第 二 个 条 件 . 下 面 只 需 证 (11.1.3) 式 . 设 B ESKER 
小 生成 元 , 则 (11.1.3) 式 右 端 为 D(B), 从 而 只 需 证 

D(A) = D(B). (11.1.10) 
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由 BID(A)=A, 有 


(I - B)DCA) = (I - A)D(A). (11.1.11) 
由 于 1€p(B) 门 p(A), 对 任 一 w€EX, 存 在 wEX, 使 
(I -— A)u = w. (11.1.12) 


D(A)#E X PH, BEEF TEL u, CDCA MË u, >u, (na>+œ); M A 是 闭 算 子 ， 
可 知 4, € D(A), Bl (11.1.12) ft D(A) 中 有 解 ,从 而 
X 2(I- AJD(A) 2 X, 
TÉ 
(I - AJDCA) = X. 
类 似 可 证 
(1 - B)D(B) = X. 
利用 (11.1.11), 有 
(I - B)D(B) = X = (I - A)D(A) = (I - B)DCA), 
从 而 (11.1.10) 成 立 . 故 A 是 S 的 无 穷 小 生成 元 . U 
推论 11.1.1 X A EC KERF S= 1S( l 2016 3 E B 
元 , A, 是 A 的 Yosida 通 近 , 则 
Jim ExpG(/A;)u = S(t)u. 
证 明 由 定理 11.1.1 和 命题 11.1.6 可 证 . D 
下 面 讨论 非 压 缩 半 群生 成 元 的 充 要 条 件 . 
定理 11.1.2 存在 Co 类 半 群 S= 1SCO L 00] WERI 
| SCO xr) x e*', 
其 中 920, fif A 是 S 的 无 穷 小 生成 元 , 当 且 仅 当 
(DA 闭 且 D(A)=X， 
(22)e(A) 21A lmà =0,4>>w| 且 对 这 样 的 4, 有 
l R(OGAX;ZCX) ll < A-wyt. 
WEB] 设 
T(t) =e *'SCO), VEO, 
则 
l TCGO l <e% || SCOM x 1, 
# T-iT())l:zolJé CRER. 
首先 证 必要 性 .车 A 是 S(r) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 4A- er 是 T(z) 的 无 穷 
小 生成 元 .事实 上 
(A — w)u = lim [SCr) — te]u — u = lim TD Lu 


10* t r0 


XP A-wLH TG)HAER 11.1.1 可 核验 A 满足 条 件 (1) 和 (2). 
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再 证 充分 性 .可 核验 A -wl 满足 定理 11.1.1 的 条 件 , 于 是 ,存在 C0 类 
uj IE ARE BET = IT(í)] 20108 A - wl 是 TT 的 无 穷 小 生成 元 . 作 S = 
le"'T(:)1 £2:0)1, WH A E.S 的 无 穷 小 生成 元 .于 实 上 

lim — a 一 lim (T(z) + twT(t))u Zu 


EM r0 t 


= Au. 
JEL 
l SGO WE Se TO se” 

定理 11.1.3 存在 C? 类 半 群 S= 1S(1)11 之 0! 使 线性 算 子 A 是 其 无 穷 
小 生成 元 , 当 且 仅 当 

(DA HHD(A)- X, 

(2) 对 任 一 2 >w, HOL- A) FEE 

-4 及 MOA-o) ”7 €N, 

其 中 M,w>0 由 1 上 SG) | ÇM e RE. 

证 明 “充分 性 的 证 明 与 定理 11.1.1 的 证 明 类 似 ,下 仅 证 必要 条 件 (2). 

没 算 子 A EO 类 半 群 S 的 无 穷 小 生成 元 .如 定理 11.1.1, 定 义 

R(A)u = | etstOudt, Vu EX, 


由 命题 11.1.2, 有 
le SUJ AX) | x Me dt, À - o > 0, 
知 R(A): X> X fig X, HE 
R(AJ(AL— A)u = (AL - A)R(à)u, Vu € X. 
故 存在 
(al A) = RG). 
计算 
AR ADU = RO) =- [ie "SCOudr. 
施 归 纳 于 上 式 ,得 
d" n o n -àe 
ZSRGsADu = C Dr] re sCOudt. (11.1.13) 
另 一 方面 , 由 
[R(A; AD) - R(GG A0] = (a —- A)JR(A;A)R(g:A), 
计算 


ARA) = lim RHA) — R(z;A) =- R(A;A). 
dA P À — 
施 归 纳 填 上 式 ,得 
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SR(A;A) = (= D'a! RG SA)". 
比较 (11.1.13) 式 ,得 
R(A;A)"u = | NSC udi/(n -1)!. — (21.1.14) 
故 有 


| RG: A)" | <M| nte pul drm = 1)! 
SM |lu | /(A - o)". 
从 而 A 满足 条 件 (2). ü 
下 面 讨论 Hilbert 空间 H 上 的 增殖 算 子 . 
在 H EZGEWTIC, J). AHE 日 上 全 体 线性 连续 算 子 构成 的 空间 . 
定义 11.1.4 ft Hilbert 空间 入 上 的 线性 算 子 A 为 增殖 算 子 ,如果 
Re(Au,u) 220, Vu€ D(A); 
Wk A 为 耗 散 算 子 , 如 果 存 在 u" € H, fif8 
Re(Au,u') <0, Yu € D(A); 
称 A 为 守恒 算 子 , 如 果 
Re(Au,u) = 0, Vu € D(A). 
显然 , 当 A 是 增殖 算 子 时 , 则 - A 是 耗 散 的 . 
如 果 
(Au,u) >0, Vu € D(A),u 0, 
又 称 A 是 正 算 子 .显然 正 算 子 是 增殖 算 子 . 
命题 11.1.7 ”线性 算 子 A 是 增殖 算 子 的 充分 必要 条 件 是 
II+ Aull zalul, Yà >0,u € D(A), 
其 中 :中 是 由 内 积 (+,: ) 确 定 的 范 数 . 
证 明 首先 , 设 A 是 增殖 的 ,那么 对 任意 的 1>0 和 wzED(A), 有 
l CAE AJu ll + lul 221(Au + Aus u)| 
=Re[(àu,u) + (CAu,u)] ZA ll u I. 
反之 ,由 条 件 不 等 式 成 立 , 有 , 
(Au + Au, àu + Au) Z2 à°(u,u), VA >0,u € D(A), 
Bp 
à? (u, u) +2àA(Au, u) + (Au, Au) > A? (u, u), 
故 


Re(Au, u) >- 3c (Au, Au), 
4 A—- ool A 是 增殖 算 子 . 0 


- 264 ` 第 十 S Banach 空间 上 的 动力 系统 


引 理 11.1.1 P A€ WDCA),H),D(A)CH, EPE € p( A), BRA 
AMEpo(A) 的 充分 必要 条 件 是 存在 
[I — (ag - AY gp - A) !] ! € H), 
此 时 有 
QT- A)! = (ul - A)[I - (a -ài - A) p. 
证 明 首先 证 充分 性 . 设 B=[-(y-X)(yx1-A) !€ XH), # 
(AI - A)(pl - AYIB! «(Al - AMB(éuI - A)]! 
- (AI - A)MGI - A) - Cal - AD]! 
=l. 
同样 , 有 
(u-A)'B(al-A)-H 
从 而 (41 A) 可 逆 . 类 似 可 证 必要 性 . 0 
定理 11.1.4 2 线性 算 子 - A:D(A)>H 是 C" 类 压缩 半 群 无 穷 
小 生成 元 的 充 要 条 件 是 
(ODDAJE H PAE. 
(DEWE A 20, f AI + A: D(A) >H EWR. 


(DA 是 增殖 算 子 . 
证 明 必要 性 ”由 定理 11.1.1 知 条 件 (1) 和 (2) 成 立 , 且 
lul < (re AY I GIG A)u I <L laws + Au l 


对 A>0,u€ED(A) 成 立 ,由 命题 11.1.7 知 A 是 增殖 算 子 . 

充分 性 ” 按 定理 11.1.1 的 条 件 进行 核验 . 

stepl 车 A 不 是 闭 算 子 , 则 存在 fu,1CDP(CA), u,70(n + eo Au, 
w, i lol -1.HT A 是 增殖 算 子 ,由 命题 11.1.7 有 


1 1 
u t Un E l u + us, ll, 


+ tA 


1 
u T ua 


对 一 切 1>0,u€ D(A) 成 立 . 先 令 n 一 + %, 再 令 (—0' ,有 
lutøol > lul, Vu € D(A), 
而 DCAME H PE, KERN V u € H BOE, TESI uo -ow Alo =0 5 
前 设 矛盾 , 故 A 是 闭 算 子 . 
step? iE o( - A)C R, H 
IRQ; — AJ lsun A 1. (11.1.15) 

事实 上 , 由 命题 11.1.7 4 A 是 增殖 算 子 时 , 有 

JOr+A)a| zalul, VA»0.u € DCA). (11.1.16) 
从 而 MTL+A:D(A)~ 囊 是 单 射 .特别 地 ,再 由 条 件 (2), 应 存在 p 20, 使 得 ud 
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+A:D(A)>H 是 双 射 .由 stepi 所 证 , A 是 闭 算 子 , 故 
p(- A) = |à € CAL + A:D(A) > H ARA]. 
从 而 € p(A). 下 面 只 需 证 对 任意 的 4>0,41+ A: D(A)— H 是 满 射 ,从 而 
A€ p( - A) Bl o( — A)ƏR, , EE HR C11. 1.16) ZECTI 1.15) 3. 
HFA C€CxH)Hl(QugutcA) !| <a 有 


l (A - aL + A) !I «al. VA €C. 


特别 , 25 OCA 245, BLA — a |< BF, FEU- (a-u t A) j] l€ 
AH). FÆI 11.1. 1, 归纳 可 证 ,存在 

(AI-A)'€ XH), VA»0, 
Bl AIC A:DCA)--H 是 满 射 . o 


811.2 f jr >É FE 


命题 11.1.4 指出 , 当 A JE CT AERE S(1) 的 无 穷 小 生成 元 时 , SC 
在 D(A) 上 对 1220 是 存在 的 ,但 在 空间 X 上 并 不 一 定 存 在 .这 里 给 出 可 微 半 
群 的 概念 , 是 将 上 述 性 质 推 扩 到 -类 C? 类 半 群 上 . 
定义 11.2.1 iE S-1S(0)1 (02014 Banach 空间 X Ef] C? KEH, E 
对 任意 uE X 及 1 >0, 映 射 +t}>S(z)u 可 微 , 即 存在 
lim S(t + hu — S(t)u 


则 称 半 群 S 是 可 微 半 群 . 
这 样 定义 的 可 微 是 弱 可 微 , 如 果 存 在 
lim S(t = SC c (x), 


h--0* h 


则 称 S(i) 在 />0 点 处 是 强 可 微 的 ,该 极限 是 S(z) 的 导 算 子 , 记 为 S'(1), 其 
n 阶 微 商 ( 导 算 子 ) 记 为 Sa). 

命题 11.2.1 VE A 是 可 微 半 群 S 的 无 穷 小 生成 元 , MX V £20, € N 
成 立 | 

(1) 对 任 一 uw EXX, S(1)u 无 穷 次 可 微 , S): X D(A")E. 

S(t) = A"S(1):X—X 

是 线性 有 界 算 子 , 即 SC (1)€ AX). 

(2)S6" -0(1) 按 算 子 范 数 对 1 >0 连续 . 

(sc-[as(4)] =[s1£). 


+ 
n E 


€ X, 
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WEB] 施 归纳 于 ”. 当 ”=1 时 ,由 命题 11.1.4., 有 SCr)xED(A) 且 
2 (S(O)u) = AS(t)u = ASG)u. 


再 因 SERT A 是 闭 算 子 , 故 AS(t) 是 闭 的 ,由 闭 图 像 定 理 , ASQ € 
AX). FX n=1 fff uEtEie (2). W 4 0r <1 时, || SCO;ZOXD l| < 
Mi ,对 任意 的 0< ru RR +l, A 


| SCiDu ~ S(tı)u || = ME 


[Pse — t4)AS(t)udce 


1 


S(t- t0MIjI | ASQ E * Hu | 
或 
| SG.) - S );:S(X)] < (u DM ASD AX) |， 
S(1) 按 算 子 范 数 对 :>0 连续 . 
设 命题 结论 对 自然 数 ”成 立 ,上 且 任 取 上 >0,wEX, 下 讨论 2+l 的 情况 . 
证 (1) 取 0<r<z, 由 归纳 假设 ,有 
S™(t)u = A"S(t)u = S(t ~ OA"SCOu, 
FE S(t) EDCA), H 
SC*U(i)u = AS(t — CQ A"SCOu = A”'!'S(t)u. 
故 
S(1):X  D(A"'5, 
HB S"*'1(1) 是 有 界线 性 算 子 . 
证 (2) i ti, FIBI, fil 
| S (5u - S? GDOw)l = LA" GSG2w ~ SGOqwOHI 


-| 


x. 一 t )M, I u il , 
EI Sle- lle lA" I SC <M BIAI SO aA > 连续 . 
证 (3) 取 0< c<, H 
sexo «ast e] = [sets] 


=SG: ` o| As| 革 | | ， 


n 


| se - n)A" SC )udt 
t 


S+D(t) = AS(t — oļas|ž] | 
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置 [= ni/(n +1), 得 结论 (3) 对 n» + 1 成立. D 
在 复 平 面 C 中 , io RUE DC 
A = Iz € Cl oi € argz < 93,91 < 0 < gil, 
K A 上 的 算 子 族 
T= {T(z)| T(z) € XX),z € AI. 
定义 11.2.2. KAT T AA 内 的 解析 半 群 , 若 
(1)BR 8] z F>T(z) 在 4 内 解析 . 
(2)T(0) = 工 是 恒 同 算 子 , 且 limT(z)x =u, Vu€ X. 
z€ À 


(3) T(zi+z2)= T(z1) T(z;), Vx, 2;€ A. 

定义 11.2.3 X Ett c? 类 半 群 S= S(:)| 01 38 SEREUDPE RE, f 
果 对 任意 一 个 EX, 上 映射 上 9 SC(O)u 在 0<z<+oo 是 实 解析 的 . 

一 个 解析 半 群 在 非 负 实数 轴 上 的 限制 是 实 解析 半 群 ,也 是 C? 类 半 群 ; 反 
之 ,一 个 C° 类 半 群 在 什么 条 件 下 可 扩展 为 A 上 的 解析 半 群 ,这 由 下 面 的 结论 
给 出 ;其 证 明 见 文献 [1291]. 

引 理 11.2.1 设 S=1S(1t)11 之 0| 是 一 臻 有 界 C? RFR, A 是 S 的 无 
穷 小 生成 元 且 0€ p(A), 则 下 列 论断 是 等 价 的 : 

(1)S(z) 能 够 扩张 为 4A。= 1zEDI|argz|<61 内 的 解析 半 群 且 
| S(z) | # A; 内 的 任 一 闭 子 域 上 是 一 致 有 界 的 . 

(2) 存 在 常数 c >0, 使 得 

IRC +ir;A)| < clel , Vo >0,r Z 0. 
(3)## 0<<x/2 fl M>0, 使 得 
p(A) DZI = lA € Cl larga | < x/2 8,4 Z 01 U 101, 


lR(GSA)I < Mll', vVaezaszo. 
(4) 对 1>0,S(t) 可 微 , 且 存 在 常数 c>0, 使 
IASI < a£ 1, Yt>0. 0 
对 于 一 般 的 C KER SU), FEER M 和 实数 a, 使 
I sco < Me“. 
i S(1) 的 无 穷 小 生成 元 为 A. 图 TG) e"SCO, FX 
TC «M, Vrzo 
即 下 (1 是 一 致 有 界 的 C? 类 半 群 ,其 无 穷 小 生成 元 B = A + al, 并 且 , Pa € 
p(A) 时 ,A +a € pCB). 
定理 11.2.1 iE A 是 C" 类 半 群 S 的 无 穷 小 生成 元 , 则 S 解析 的 充 要 条 
件 是 存在 常数 c 和 A >0 使 得 
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l AR(CA: A)" || < ce/na”), VÀ > nA.n € N. 
证 明 ” 先 证 充分 性 .由 
A(AIL-A)' = (GI - A) [GIL - AJAI- A) !] = (AI~ AY! A, 
有 
AR(A;A)"!! = R(GG;AD"'!A. 
SLA lA2nt !, 有 4>nA, 于 是 由 所 设 条件 有 
| Alant RO DA) ud Schult, Va€N, 
对 任 一 wxED(A) 成 立 .同时 , 由 于 
S(t)v = lim[nt iR(nt aA)! v, VDEX， 
有 
A[ni  R(ínt  5A)]"'!u = [nt ! R(nt ! ; A)]""! Au 
收敛, 而 A 是 闭 算 子 , 故 有 
l ASCOwul ziclult', Vwu€ D(A). 

由 于 DCAME X 中 笛 , 且 AS(1) 是 闭 算 子 , 故 上 式 在 X 中 成 立 , 于 是 

ll ASCO l| < et. 
按 引 理 11.2.1, S(:) 能 扩展 为 As 内 的 解析 半 群 . 

再 证 必要 性 .由 (11.1.14) 式 ,有 
ROSA = | e SCOudt, 
0 

两 端 以 A VERI, 利用 引 理 11.2.1 的 条 件 (4) 可 证 
|< rede M u | 


eco/ na) |lu II 
成 立 ， g 
i ec [0,5] a ER, 在 复 平面 C 上 定义 扇形 区 域 
- là € Cl e xlarg(A -a)l Sz, à Z al. 
定义 11.2.4. f Banach 空间 上 的 线性 算 子 A 为 扇形 算 子 , 若 满足 条 件 
(1)A 是 闭 算 子 , 且 D(A)=XX 
(2) 存 在 S, ps Ë S, Cp CA). 
(3) 存 在 常数 MAE AL- A) ' | < < LÜ VAE S. 
1588 11.2.2. 设 A Æ Banach 空间 X 上 上 的 线性 闭 算 子 ， *H D(A) 在 X 
中 稠 ,如 果 存 在 常数 Mi>0, Ro>1, 当 14|> Ro 时 (X41 A) ! 存 在 ,并 使 
D((I-A) DE X Pp, H 


| ARGQ5 A)" '!u 
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PAL- AVI < Milal' 
则 A 是 扇形 算 子 . 


证 明 fE 
O(R)sla€cCcllal = R > Rel, 
则 圆 外 属于 o(A ), 并 使 
lara |< Re psg. 


BE! "— [A | 
# 3:88 EGER a 作 S。，。 使 ES。。 时 人 |>R, 则 A 是 扇形 算 子 ， D 
例 11.2.1 Banach 空间 上 的 线性 有 界 算 子 是 扇形 算 子 . 
例 11.2.2 扇形 算 子 的 积 算 子 是 积 空间 上 的 扇形 算 子 . 
例 11.2.3 若 A 是 Hilbert 空间 H EARS E E868 T, D(A)= H, HË 
E n 2018G(Ar,x)2gudlxl?, VYxEH, 则 A 是 扇形 算 子 . 


命题 11.2.3 设 A 是 户 形 算 子 , 则 对 任意 的 4 之 0, 存 在 e e (0,2) 及 
ERM Ro, c, Mu, 使 得 


Lar- Aa lxi. +， IAM- AX! Il < c, 


KB | argà |> go, lA | 之 Ro. D 
命题 11.2.4 Ü A 是 扇形 算 子 , 若 线性 算 子 B WIED(B)OD(A)H 
| Bxl 和 sellaxl+klael，YyecD4)， 
其 中 >0,0<e<1/c,c 如 命题 11.2.3 MAE, MJ A + B 是 扇形 算 子 . 
证 明 对 任意 xEX, 有 
IBI- AY !ul Sel AQI - AY'«l +gl (QI - A) ul 
«Gc + kM / lA D llu | 
或 
| B(AL- A) ! l| < e + £Mo/lal < 1, 
其 中 , larga | 之 go, |*| 之 R 之 Ro; 此 时 [1 B(A1 -A) 1]  & XX BER 
RATER T.H 


II- BOIL- A) I S< 


1 
1- BAL- A) +I 
士 是 
[AI - CA + B)! = (A2 - AY [I - BOI- A)! T]. 
定义 于 X, 且 存在 常数 Mi >0, 使 
ll [A1 - (A+ BD]! I 
M, 


HOA- A) | Ir- BOL- A) 1] | €nr 
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易 证 A * B 是 闭 算 子 且 DCA + B) = X, 故 由 命题 11.2.2 知 结论 成 立 . g 
推论 11.2.1 WẸ A ESEA T, Wn 
(134 BEKX), B D(B)OD(A)BI, A+ B 是 扇形 算 子 . 
(2)XMT+A EDERT. 
证 明 由 命题 11.2.4 可 证 . ü 
下 面 讨 论 由 扇形 算 子 决定 的 解析 半 群 . 
设 A 是 扇形 算 子 ， S。," 是 相应 的 扇形 区 域 ， iR es 的 Dunford 积分 


P pal + A) Teda, t>0, 
I, t=0, 
其 中 工 是 o( - 4) 中 的 积分 路 径 ,i= Vv ~1. 不 难 证 明 下 列 定理 . 
引 理 11.2.2 设 B=A-~al, 则 


(De(A)2S, p l GL- AY! ST VAE S, IIT 


IE Va € So, ep- 
(2) e "^l e "PUES, M| e I —e Perm, ü 
定理 11.2.2 设 A 是 扇形 算 子 , S。" 是 相应 的 扇形 ,了 是 p(- A) 中 的 
一 条 围 道 ,对 某 个 0€ | 到 ,xj % la 1 一 时 ,满足 orga cn + 0, WI 


(1) 对 任意 的 上 >0,e AW 3 HE X 上 的 有 界线 性 算 子 族 ， 其 Dunford 
积分 与 了 的 选择 无 关 . 
(2) 存 在 常数 c >0, 使 


le^l xce*, Jae] < nas V: > 0. 


(3) 对 上 >0, 有 


p(B) D Sop | (aT -B) 一 1 < 


i. tÀ =- Ae, 
县 对 任 一 xEX 有 
Lety =- Ae "u. 


(4)e-%% 是 以 - A 为 无 穷 小 生成 元 的 解析 半 群 , 且 e I^ n] bA AE Dr H SE HR 
到 一 个 包括 正 实 轴 在 内 的 扇形 11 | |argt| < es, :天 0 中 去 . 

WEB] 由 引 理 11.2.2, 只 须 对 a =0 的 情况 加 以 证 明 . 

证 (1) 由 N. Dunford sp EROS, 知 结论 (1) 成 立 ， 


证 (2) 由 命题 11.2.3, 可 以 证 明 , 对 任意 220, 存在 ev |o. Z) 及 正常 
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027 7 
数 Ro, Mo 使 
-1 Mo _ 
| (CAT +A) S Shi- +g (|x ~- argal Z go, là l| > Ro). 
(11.2.1) 
在 Dunford 积分 中 令 yy = At, 1 >0, 积 分 路 径 古 相应 变 为 ,得 
-t _ 1 £ ü dy ldul 
Ie = zif, ,1* ^ m zx. ie] PESE 


再 由 
Ae = -xi. AGI + A) ledA 
d. Àt _ A. - 1 Àt 
-x ed gj Ore tetas 
其 中 利用 (ML+A)CL+A) != p Eni 


M 
Iae < | lel ldgl «t. 
H r t 
证 (3) s t0, 
^ «xk (AI + A)! Ae" dà 
2 r 
Bn eda -下 | AGI + A) eda 
2xi)r 2xmiJ r ` 
_ 1 e^ -tÀ 
=> p dà — Ae 
=- Ae "į; 
间 理 可 证 男 一 


证 (4)” 先 证 半 群 性 质 .由 
(AL A)! - (a + AY! = (a = AJQ + A) (gl + A)! 


得 
e Ag 3 = NNI (Al A) (ul +A)?! utimdpdA 
=-( 去 | f f to + A)! - (ul + A)! (p - A) tet dyudà 
-[ f or +A)! ef (pp A) le^dp + dà 
一 P INT + K. _ A) e*dadg. 
HT 


去 | G A) esas = e, 
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1 t e^ _. 
s|, (a - à) dà = 0, 
所 以 
e Ag = J. (ÀI + A) -1 e^ (tts) dÀ = e U*9A. 


Hle ^ EOESEPEIR 
下 证 e “在 零点 处 的 右 连 续 性 .对 任 ~- ¿€C DCA), (50, TE 
d 
xxl, 


e" [CAI + A) ! — A^! ]udA 


-34]. A le" (AI + A)! Audà 


中 令 u= pu, 积分 路 径 相 应 地 由 p 变 成 ,于 是 
1 iei 


“Au -ul < <> 


le i 21A] ast lag! 


P 
ew. S ldel- M Aule 


<M ll Au A t. 
因此 
lime ^u = u, Vu € D(A). 


+ 
t0 


由 于 D(A)£ X 中 稠 , 故 上 式 在 x PRZ, B e ^d C? 类 半 群 . 
其 次 ,证 -~ A 是 其 生成 元 .对 任 -- € D(-A)R 120, 可 证 


"a Au =- etAu, 
于 是 
t 
Lee -Du-- i e "Audr, 
t tdo 
^ 1 ->0 ,得 
lim nc UÜ  [)u =- Au. 


+ 
t0 


X G Ee 的 生成 元 , 则 上 式 说 明 DCUG)OD(C- A). Xg ¿€ D(G),H 


lim Le A [Ju = Gu. 


1 
1-0 


对 任意 的 s>0, 有 e "u€D(C- A), TE 
-tA -sa -A 
e ^Gu = Ge Au = lim £— t € L2. Ae y. 


4 :~>0” ,由 A 的 闭 性 ,有 
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即 D(G)CD(-A).H-A-G 是 其 生成 元 . 
最 后 证 e “可 解析 延 拓 .前 面 已 证 e- “是 可 微 半 群 , 记 
T(t)2e'^. 


HAZ Se", 由 命题 11.2.1 和 定理 11.2.2(2) 得 


Tremi star £i "之 车 
nu. ni n: ni 
PEU, 25 | z el Rt / Cc) BT, RA 
T() = TU) + Pj Th Oe - D)" 
按 范 数 收敛 ,其 中 0<k<1l. 取 1= Rez, Ë 


A = ty | argz | « arctan T]. 
则 T(z) 在 A 内 解析 , 且 z 是 实数 时 T(z)= 工 (1). ü 


S 11.3 分 数 宕 算 子 与 分 数 害 空 间 


id X 为 Banach 空间 . 设 a >0, 记 下 国 数 
too oo 
rla) = f st le ds = af tt le “di, 
D 0 


其 中 , 置 ;=at,a>0. 设 A 是 Banach 空间 X 上 的 扇形 算 子 , 定义 
= PG 
A9 = |. 
又 记 算 子 A 的 谱 集 为 c(A). 
命题 11.3.1 设 A 是 扇形 算 子 ,wa >0, 且 Rec(A)>0, 则 
(1) AEX 上 的 线性 有 界 算 子 ; 
(2) 对 任意 a >0, A “是 可 道 的 . 
证 明 证 (1) 由 Rec(A)>0 及 定理 11.2.2, 存 在 8S>0 及 c>0, 使 
le^] ice, (11.3.2) 
于 是 ,定义 4 "的 积分 收敛 ,并 且 对 任 -- n € X, SER A “是 线性 的 ,由 


| dtiu l, 
0 


A™ | tf” le dit:X—> X; (11.3.1) 


l Au li 


知 A “是 有 界线 性 算 子 . 
证 (2) 由 于 4 BD A 道 ,是 存在 的 , 故 对 正 整数 n, 
A" = (A `!)" 
是 存在 的 . 设 A u =0, 3 ERR n>a, Hl 


Nd E C _ 
^ p(a) 
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A "u — ATOTO) Au = 0, 


有 w=0, 即 A E-e, cnp us. n 
定义 11.3.1 设 4 是 扇形 算 子 , Rec(4)>0, 对 任意 a >0, 称 
= (A) 1 
为 A 的 分 数 窒 算 子 . 


TREAT As 的 定义 域 D(4*), 当 as0 时 ,D(A*)J)=X; 当 >0 时 ， 
D(A^)- RCA `°). 
例 11.3.1 设 B 是 线性 有 界 算 子 , || BI «1,14 A= +B, 


A*"-UsBy*- 51 “Jp, 
n=0 n 
其 中 
a = (- 1)” ala + 1):-(a + n - 1) 
n n! : 
证 明 将 
eU = eD C tB)" 
- n! 
代入 


-a 1 [° ua 1A 
A - Fal! e "dr 


—— n +œ 
= » 全 Dg Bal, tele tdr 
n = 0 


a 1)“ 1 TOEO pr 


n=0 n! T (a 
ial 

-wu tim. ü 
n=0 n 


命题 11.3.2 i A 是 扇形 算 子 , 则 成 立 
(DA “A PsA tP, Va»0,82»0. 
(2)D(A')CD(A)), Vac. 

WEB]. id. D-(DQODOn) !. 有 


4 cc too 

A "A P - rl |. te 1sp8-1e Ut A dsdt 
Poo r4 co A 

= r, | | t (n = t) le drdt 


= ral, LG Ir = (e 'dtdr 


811.3 4 BOE BT 55 4 BUR E E] 


Foo 
一 ro| ra+p le- "| 
0 0 


LAUD 
即 结论 (1) 成 立 ; 并 由 此 可 证 结论 (2). n 
命题 11.3.3 设 4 是 扇形 算 子 ,Rec(4)>0,0<a<1l 则 


(I # X R, HA” = Pe + A) !dt. 
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(2) 在 D(A) 上 ,有 A*= | A (a + A) ld. 


证 明 证 (1) Ú A 是 扇形 算 子 , 则 XI+ A 也 是 肩 形 算 子 , B. 
Res(A] + A) »AZ0, VA x0. 
由 定义 (11.3.1), 有 


(aI + A)!= [ee dr, 
0 
在 下 式 中 置 :r = £, f$ 


+0 十 oo + oo 
| UH + A) 'd; =| [f ee "ar |a; 
0 0 


0 


+ oo 二 oo 

=f e| te "dide 
0 

+ DO 


- een £ “e *dtdr 
0 0 


= 了 (1 - 2 re leder 


证 (2) 设 wED(A),0<a<1, 由 结论 (1), 积 分 
fea + A) 'Audt = feac + A) 'udt 
收敛 .由 命题 11.3.2, 有 A^ l € DCA), H+ A 的 闭 线性 ,有 计算 
A*u = A(A T'u) = Snes peA (a +A) 'udt 
mx 0 
可 行 , 故 结论 (2) 成 立 . D 
命题 11.3.4 设 A 是 扇形 算 子 , Res( A) 20,0 a € 1, FEE REC c > 
0, 使 


(1) A | c, BI—5S C8. 
(2)limA “=u, Vu€ X. 


证 明 证 (1) PLA 是 扇形 算 子 , 由 命题 11.2.3 可 以 证 明 存 在 Ro 之 1， 
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以 及 常数 Cis cz>0, 有 


上 COMT+A) 二 ca VA > Ro; 
|(GI*A)'l se,  VOSAxR, 


于 是 ,可 以 估计 


la “| < | 


ne ll CAL + A^! || da 


4a Tacar tA)! aa ] 
R 


xc. 
证 (2) 任 取 ww€ED(A), 存 在 vEX 使 w=A Lo. 利用 (11.3.2), 对 任 
意 给 定 的 Tol, 有 
| Au -ul = |a U'v-A'!v |! 


a 


= Wi _ lle tude 
o T +a) i 
» IÑ Lou __ 
ZE o IP(1* a) 
SN C, CI . 3 q , P? > t oo, q 
其 中 常数 >0. 令 a-0',BRS T 有 
lim A =u, Yu € D(A). 


1 


100 
d: 十 af, redi] | uU i 
n 


由 结论 (1), A 在 (0,1) 内 一 致 有 界 , RDA) = X, 知 结论 (2) 成 立 . g 
命题 11.3.5 设 A 是 扇形 算 子 , Rec(4)>0, 则 对 任意 a, A 是 闭 算 子 ， 
HD(A?*)- X. 


WEB] 当 as 和 0 时 ,4* JÉ X 上 的 线性 有 界 算 子 , 故 结论 成 立 . 

当 a >0 时 ,由 十 闭 算 子 的 逆 是 闭 算 子 , 故 A CA^) :是 闭 算 子 .下 证 
D(A") 在 X 中 稠 .首先 ,对 任意 的 rE€ED(A), 存 在 y€EX, 使 z+=A ly. HF 
D(A ) 在 XX 中 稠 , 故 存在 iy,1,enCD(A), 使 

Ym 7 y, Mom —+ o°. 
ir = A ly, M z,, € DA), Ar, = y, € D(AMI c, € D(A2) B. 
Ip = Ay, > A ly = r, 当 m->+ 0%. 
于 是 , D(A2?) 在 PP(A) 进 而 在 X 中 稠 .类 似 地 , 归纳 可 证 ,对 一 切 自然 数 ，， 
D(4") 在 X 中 稠 . 
XI f£-— a 0, FE n € N f n>a, HMA 11.3.2, 48H 
D(A") C DCA?), 

故 DICA E X PR. D 

定理 11.3.1 设 A 是 扇形 算 子 , Reoc (A)>0, 则 对 任意 的 :>0, 由 -A 
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生成 的 解析 半 群 满足 

(1) e “,X—>D(A), Va€R. 

(2)A4'e AC AXX). 

(3)A*e ^u =e ^A"u, Vu€D(A?). 

证 明 证 (1) 由 命题 11.2.1, 有 

e"^.X > D(A"), Vn€ N. 

取 n>a 即 有 结论 (1) 成 立 . 

证 (2) 显然 , 4"e “是 X 上 的 闭 线 性 算 子 , 由 闭 图 像 定理 可 证 结论 (2). 

证 (3) 设 8>0, 利 用 (11.3.1) 式 及 

e ^e 一 e “e A 
可 证 
A Pei = eA E, 

RRI (3) or. n 

若 4 是 扇形 算 子 , 当 Rec(A)>0 时 ,可 以 定义 分 数 寡 算 子 As ; 当 
Rec (A)«0 时 ,可 选取 a, 令 AI=A+dl 使 Rec(A)>0, 由 推论 11.2.1 知 
A, 也 是 扇形 算 子 , 从 而 可 以 定义 分 数 寡 算 子 ATL 

X° = D(A1). 
并 赋 以 图 范 数 
lz]. Mar], Vr€x 

对 不 同 的 a, 只 要 Reo(A)>0, 就 使 A 有 相同 的 定义 域 . 可 以 证 明 图 范 数 不 
依赖 于 a 的 选择 . 

定理 11.3.2 设 A ESEA T, 对 不 同 的 a, HE Rec(AU) = Res(A + 
al) >0, 则 图 范 数 是 等 价 的 . 

推论 11.3.1 € Bi, B; 是 扇形 算 子 , D(B1)= D(B;), Reo(B;)>0, 对 
任意 的 gc [0,1], X - D( B, =1,2, 且 存在 ecE(0,1) 使 (B; - B:)B1 Æ 
有 界线 性 算 子 , 则 X4 = x8 且 有 等 价 的 图 范 数 . 

ENM 11.3.2. 设 4 是 Banach 空 间 X 上 的 扇形 算 子 ,对 a € R, 有 
Rec (A4) = Ree( A * a1) 20, Wl ERCX*, l| 1 029 y ACE E BI. 

称 空间 Xe ERRA XP, d7 X° C XP Hon + % 时 ,有 

在 X“ 中 ,xz -> ,之 在 X? 中 , r, >. 

如 果 典 入 映射 映 X PARRA 中 的 紧 集 , HRK BRNO REBEL. 

定理 11.3.3 Ü A 是 扇形 算 子 , 则 

(1)(X*, | ,小 。) 是 一 族 Banach 空间 , X° = X, 且 当 aZ 8:20 B$, A X° ë 
BEI. XP, 并 在 Xe 中 稠 . 
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(2) A 有 紧 预 解 式 , 当 a > 9220 时 ,嵌入 是 紧 嵌 入 ， 

证 明 证 (1) ER X? =X HX 是 Banach 空间 . 设 a2 820, 由 命题 
11.3.2, 有 

Xe = D(A") C D(AP) = XË. 
又 设 对 -一切 a aC N,r,, z€ X: HEX Par >ar, nc oo, lll ra, z € XP, H 
由 命题 11.3.1 有 
lx, - zl |= AR rD = Fl ATCA Cen - n M 
«Ml At (z, - z) |] = Ml x,-xl,-0, nto. 

由 于 X: 在 X 中 稠 , 故 在 X° HR. 

证 (2) 由 于 Ai!=(A+al) ! 是 紧 算 子 , 故 AA O 也 是 紧 算 
子 ; 间 时 , A4 是 闭 算 子 , 故 

Añ = Af °° A1 

是 紧 算 子 ,从 而 x ox 是 紧 包 含 . 0 


811.4 Banach 空间 上 的 动力 系统 


i X 是 Banach 空间 .假设 

HI 4 是 X 上 的 扇形 算 子 , Ai = A * al, Ree( A) >0, 对 于 a>0, Z 
间 X° = D(A1) 赋 以 图 范 数 

lx]. = kel + lAzrl,vVr€ Xs. 

HZ 设 0 过 sc<1,U 是 Rx X 中 的 开 集 ,映射 /:U 一 X 在 U 上 关于 
( € RR 局 部 Holder 连 续 , € 4 € X* 局 部 Lipschitz 连 续 , 即 对 (1*,u*)€ U, 
FEO, u ) 的 开 邻 域 VCU, 及 正常 数 工 ,pw E Ou c1, ERST 
(tisui), Ct u3) € V, € 

lfou) = ftru SLC = alë + lui- uzla). 


考虑 抽象 微分 方程 
d4 y Au = fü.u) £D to (11.4.1) 
及 相应 的 初 值 问题 
u(t) = uo, (11.4.2) 
以 及 由 值 问题 (11.4.1) 和 (11.4.2) 诱 导出 的 积分 方程 
u(t) = e Uu + [ewe u(r)ds. — (11.4.3) 


定理 11.4.1 设 条 件 H1", HZ R, 则 
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(DË u Elto 如 ) 上 初 值 问题 (11.4.1) 和 (11.4.2) 的 解 , 那 未 也 是 积分 
方程 (11.4.3) 的 解 . 


(2) u € CC to, ti); X")& 11.4.3) WR, HHE o 0,8 
| l fée, ute) de <+ oo, 


则 u Elto et) 上 该 初 值 问题 的 解 . 

证 明 可 参考 相关 文献 . n 

以 下 简称 初 值 问题 (11.4.1) 和 (11.4.2) 为 初 值 间 题 . 

可 以 把 常 微分 方程 的 主要 结论 , 例如 解 的 唯一 存在 性 、 延 拓 性 等 , 推广 到 
Banach 空间 上 抽象 的 初 值 问题 (11.4.1) 和 (11.4.2), 还 可 以 就 初 值 , 参 数 、 右 
端 函数 讨论 解 的 连续 性 和 可 微 性 , 见 文 献 [130]. 

在 问题 (11.4.1) 中 , 如果 fau) RRE t, BI f, um f Cu) X, fk 

du 


dr + Au = f(u) (11.4.4) 
为 自治 方程 . 下面 讨论 自治 方程 , 初 值 问 题 
u(0) = ug (11.4.5) 


的 解 所 确定 的 动力 系统 . 
设 条 件 H1" 和 H2° 成 立 , 又 设 E ÆU 的 闭 子 集 , 则 对 初 值 ¿(0)= <€ E, 
(11.4.5) 对 一 UJ (120 存在 唯一 的 解 
u(t;x) = u(t;0,7)EE, tER,, 
满足 初 值 条 件 
u(0;z) = xr € E. (11.4.6) 
定义 映射 S(1):E->E 为 
S(t)x = u(tix), (11.4.7) 
由 此 确定 度量 空间 E 上 的 映射 族 
[SCO):E >~ El: > 01. 
使 之 构成 一 个 半 群 . 
由 解 的 唯一 性 和 对 初 值 u (0) = + 的 连续 性 , 立即 可 得 如 下 命题 . 
命题 11.4.1 设 A Æ Banach 空间 上 的 扇 性 算 子 ,存在 Oca <1, U 是 
Xe 中 的 开 集 ,使 f: UX 是 局 部 Lipschitz H, $£ E 是 U 中 的 闭 子 集 , 且 对 一 
YJ £20, (11.4.4) 和 (11.4.6) 的 解 w(t;x)EE, 则 存在 E 上 按 (11.4.6) 和 
(11.4.7) 确 定 的 动力 系统 1S(:):E->E | 之 01 满 足 
(1) 对 每 一 个 £250, 映射 S(1):E->E 连续. 
(2) 对 每 一 个 x EE, 映 射 (= SCOx ER. D 
命题 11.4.2 .度量 空间 上 的 动力 系统 |S(1):E 一 El 之 0| 一 致 关于 
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有 限时 间 * 在 空间 E 上 是 连续 的 , 即 对 任意 的 T >0 和 xz EE, 任 给 。>0, 在 
1E 820,4 y€ E Hp(y, x)«6 Bj, # 
e(SCGy, SO) <e, Vi € [0, T] 
成 立 ;其 中 pC, OEE 上 的 度 基 . D 
下 面 引 进 Lyapunov 函数 的 概念 . 
定义 11.4.1 设 iS(1)|1 志 01 是 度量 空间 E 上 的 动力 系统 ,下 上 的 一 个 
实 值 连续 函数 V 称 之 为 Lyapunov 图 数 , 若 对 -- 切 + € E, # 


V (z) = lim sup EL V(S()2) - VG2] < 0, 
1-0 


V(xz) 称 为 V(S(1)x) 在 1=0 处 的 右上 导数 . 
命题 11.4.3 成 立 
(1) 对 任意 的 x EE 及 1 之 0, 有 


V (S(1)xr) = lim. sup 3 [VCSG + AD x) =~ VCSCÉI) 22] < 0. 
At^ 


(294 xz € E 且 对 一 切 : 宇 0, 有 V(S(1)zx) 是 非 增 的 . 
(3) 荐 V(0)=0, 则 存在 r>0, 当 x rn 
VG) s bCl x 1), 
其 中 5b(:) 是 [0,r] 上 连续 的 严格 增 函 数 , 年 0 (0) = 0. 
证 明 证 (1) 由 
V(S(: + AD x) - V(SCOx) = V(SCAD SQ)x) - V(S(1)7), 


4 y SG), BW V(S(:)z)= V(y)<S0. 


证 (2) 由 结 WDVS rL 可 知 . 
证 (3) H F V (x) 连续 HH V(0)=0, MEER > WDR, M | z Ë < 
时 , | V(xzx)| 志 ,于 是 , 令 


(| zl) = SUP, Ivey) + Hx Hi 


即 可 ,其 中 当 |z1 =0 PF Ht; -0. C 


$11.5 极 HW 集 


IS): E~>E l 20) BE Banach 空间 E 上 的 动力 系统 . 记 xo € E jo 
极限 集 为 L, (x0)， 


LG) = N ISCO er < 
Lo(zo) 是 正 不 变 集 , 即 对 y € Lo(zo) 有 SCO S € Li Gro) E79] £270 
成 立 .特别 当 E 是 紧 空 间 时 ,有 如 下 命题 . 
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(1)L。(xo) 是 非 空 紧 连 通 的 不 变 集 . 
(2)p(S(t)zxo, L,( xo))>0, t> + co. 
. ”证明 结论 (2) 显 然 ,下 证 (1) 由 命题 2.2.3 90 L。(zo) 是 非 空 紧 不 变 
集 , 只 需 证 L,(.ro) 是 连通 的 . 若 其 不 然 , 则 存在 闭 集 OQ, 和 Q, 使 
L,(x9) = Ri U Ro, p( 21, 02) Z po > 0. 
FE, f SE EL ETEESCE TO PDA t n Mie nl tn Lt ntn KANEN, 
34 nN 时 ,有 


PCS" Dus < p(s) zo 8 > Le, 
H Tp CS CI) cs, 008 c HERRAMME 1, <, rs Ë 
pCSG) xo, 04) = A. 
由 E MEHE, LS Crane E € NI 存在 收敛 子 列 , 故 设 


y = lim S(t,)xo € L,( zo), 
这 与 


ply, Q1) = lim p(S(i) zo0, 21) = 2 


牙 盾 , 故 L,(.ro) 是 连通 的 . D 
ik V RE 上 的 Lyapunov IR, i 
Ev = ir € E|V (z) = 0}. 
命题 11.5.2 Ë M 是 Ev 中 的 最 大 不 变 子 集 , 若 Orb( z<, ) Lr KE E P 
的 一 个 紧 集 内 , 则 LLCEQ CM RS(;)ra—M(r + 99). 
证 明 由 于 Orb(xo)=1S(1)zrolt 之 01 含 于 某 紧 集 内 , VCS CE) x9) NE 
紧 集 上 的 连续 函数 旦 关于 c 非 增 ( 命 题 11.4.3), 故 存在 1 ER 使 
V(S()ro) >l, t 09. 
对 任 一 v€ L Gro), TEE Lt les E S(t,)zo* y, n-* + oo, X 
V(y) 1, Vy» € L,Go). 
注意 到 L.(zo) 的 正 不 变性 ,有 SCOY€ LG), TÆ 


V(y) =0，VyE Lo(zo)， 
Bl L, Cro) CCEy. H M 的 最 大 性 ,及 L, (x0) 的 不 变性 ,有 
L,Gx9) C M. 
再 由 
p(S(t)ro, M) & p(S(t) xo L,(z0)), 
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& t0) 
S(t)xo— M, 
故 结论 成 立 . ü 
称 x € E 是 动力 系统 的 平衡 点 , 若 
S(t)x = x, Vt m0, 
所 有 平衡 点 构成 的 集合 也 称 为 平衡 点 集 . 
命题 11.5.3 ”设立 是 下 上 的 一 个 Lyapunov 函数 ,Orb(zo) 含 于 某 紧 集 
内 , 车 对 任意 的 xEE, 当 x 不 是 平衡 点 时 , V(S(1)zx) 是 严格 下 降 的 , 则 
J.(zo) 含 于 平衡 点 集 内 
证 明 对 任 一 y€ L(xo), 在 命题 11.5.2 的 证 明 中 , FERK, 使 
V(S(1)y) = 1, VrzO, 
再 由 V 的 单调 性 ,有 
S(t)y= y, Vi 二 0， 
B] y 是 平衡 点 . 0 
命题 11.5.4 设 Orb(xo) 含 于 EE 的 某 一 紧 集 内 , Ey 含 于 平衡 点 集 内 , 则 
L(xo) 含 于 平衡 点 集 ; 当 平 衡 点 是 孤立 点 时 , Lo(.ro) 由 一 个 平衡 点 组 成 . 
WEB] ”在 命题 11.5.2 的 证 明 中 ,由 


L,xo) C Ev 
可 知 结论 成 立 ; 后 一 结论 由 L, (xo) 的 连通 性 , 可 证 . ü 
例 11.5.1 考虑 
E+ Au = flu), (11.5.1) 
的 定 解 问题 
u(0,1) = u(x,t) = 0, (11.5.2) 
u(x,0) = @(z>), (11.5.3) 


其 中 , A= É, /(w)E CHO EROS ue rig). 

WX = L?(0, x), WDCA)= H3 (0, x) N Hb(O, z), X"? = D(A?) = 
HL(0,7), 并且 f: X!?— X 是 局 部 Lipschitz 的 . 

对 任意 给 定 的 pE HH3(0,7), 方 程 (11.5.1) 的 定 解 问题 存在 唯一 古典 解 

u(x,t;p) € HI(0.7, £€[0,5), 0 sto. 
令 
FG) = | Coat, 

对 任 一 e€ HiO, x)= x2. B 
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vto) = [|CO = PC(z))]az. 
显然 V 在 Hi(0, x) 上 连续 , 易 证 V(p) 是 (11.5.1) 在 HO, x) E] Lyapunov 
函数 . 
设 解 ux 0E HO) HUS FEL AA A 有 紧 预 解 式 , 所 以 和 (x, 1)| ,>0 
是 紧 的 . 若 pg EL (u(x,0)), 则 


S v(uGr t9) = 0, 
计算 上 式 , 得 
Jas = 0. 
于 是 uG (G9) t AX, AE u(x, 1:9) p Ca BE 
[f CO + f(g) = 0, 
2(0) = g(x) = 0. 
故 L,。(u(z,0)) 含 于 (11.5.4) 的 解 集合 . U 


对 于 (11.5.1) 导 出 的 反应 扩散 差分 动力 系统 的 研究 , 可 进一步 参看 与 作 
者 相关 的 基于 比较 原理 的 工作 23414901 


(11.5.4) 


$11.6 稳定 性 


首先 讨论 Banach 空间 E 上 动力 系统 1S(z) 1:20] EFES z € E 处 的 

定义 11.6.1 称 平衡 点 xo 是 动力 系统 的 吸引 点 , 车 存在 6>0, 当 +E 
Ix € Elp(x, x0)<$1 时 ,有 

lim Sr) = xoi 

SS lz € E] lim S(t)z = xol FON zo 的 吸引 集 . 

定义 11.6.2 称 平衡 点 ro 是 稳定 的 , FER e >0, 存 在 6>0, 当 xzE€ 
[x € Elp(x, x9) X 8) ET, Æ 

p(S(t)r,z0)<e, Vt 20, 

称 集 {x € EloCr, x9) «61 3 xo 点 的 稳定 域 ; 若 xo 既是 稳定 的 又 是 吸引 的 ， 
则 称 xo 是 渐 近 稳定 的 , 而 当 E 是 吸引 集 时 , 则 称 z, 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 

B h >O h = +œ), iE K[0, h ICR K[0, + oo)) ON IX IRI [O, A TCRRCO, 
+ co)) 上 全 体 实 值 连续 严格 递增 旦 过 零点 的 函数 构成 的 集合 ;特别 , 记 KR 
X K[0, ^ ](GX K(0, + co)) 中 满足 条 件 

lim a(r) =+ œ, a(r)€ K[0, h ]JGX K[0, + co))， 
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的 全 体 函 数 . 
考虑 常 微分 方程 的 初 值 问题 


E cfe (11.6.1) 
X(t0) = rg, 
其 中 f€ C(G),(t, ro) €G, G 是 (txz) 平 面 中 的 开 区 域 . 称 (11.6.1) 的 一 
个 解 pm (zt) 是 该 问题 的 最 大 解 ,如 果 (11.6.1) 的 任 一 解 =z(i), 均 满足 
alt) S gylt), Vit € (a,b), 
其 中 (a,5) 是 解 的 存在 区 间 . 
又 考虑 微分 不 等 式 

D, xz(1) < fG,x()), (11.6.2) 

其 中 z 在 点 上 处 的 右上 导数 


D, x(t) = lim sup £C + h) 一 zl) 


一 和 


若 x(t) 连 续 且 满足 (11.6.2), 则 称 x (zi) 是 (11.6.2) 的 解 . 
引 理 11.6.1 (比较 定理 ) (n ro) EG, f€ CCG), zt) 是 (11.6.2) 
的 解 , x (19) iro 7 pmlto), ow(1) 是 方程 (11.6.1) 的 最 大 解 , 记 
A= |t € R|: to B z(t) 5 gu GOD 同时 存在 |， 
则 
z(t) S o (1),  ViL€ A. 
证 明 任 给 620, 考虑 辅助 方程 


= fü,z)+ e, x(to) = Tote, 


记 其 解 为 z(t;e). 于 是 ,存在 6>0, 当 to 所 1<1o+6 时 ,有 
zli) < r(t;e). 
进而 , 可 断言 
r(t)« altice), VEE A, (11.6.3) 
其 中 A, 是 x(t) 和 xz(1;e) 共 同 存在 的 区 间 . 
ERRA, TE r 和 递减 而 趋 于 零 的 序列 ,| ,en, 使 
T(t) = xr(/ ;e), z(t +h,)> x(t/ +h,;e), 
从 而 
r(Q +h,)- z( ) 
h 


D, x(t) > lim sup 
alt + h,;€) — x(t se) 
= lim 一 — 


n— + oo . h, 


$11.6 稳定 性 ， 285 ° 


= flt, a(t ;e)) te 
=flt z(t )) +ë 
»fG.xQ)) 
>p, xlt) 
是 矛盾 式 , 故 (11.6.3) 成 立 . 在 该 式 中 令 e—0, 下 面 只 需 证 
lima (t;e) = gut), 
即 有 结论 成 立 .事实 上 ,对 (11.6 1) 的 任意 一 解 z(t), 类似 可 证 
zt) < x(t;s). 
而 f(1,x)+eE€C(G). 由 常 微分 方程 中 解 对 右 端 项 的 连续 依赖 性 , 在 上 式 中 
S e 一 0 时 , z(t;e) 趋 于 (11.6.1) 的 解 , 即 为 gmlt). (] 
定理 11.6.1. UE E Æ Banach 空间 ,0EE 是 E 上 动力 系统 1S(z)|: 之 0| 
的 平衡 点 , V 是 E 上 的 Lyapunov 函数 ,满足 V(0)=0, 则 
(1) 如 果 存 在 a€ K[0, h] a( |z OSV), WFE x = 0 ERE 
点 
(2) 特 别 , t REO c € K[0, 5 148 VS- cCl x ll, RIPEBI x 0E 
近 稳 定 的, 且 在 {x EE|| zx 上 <ho 志 hi 上 是 -- 致 的 , 即 任 给 e>0, 存 在 T> 
0, 当 上 > 工时 ,对 一 切 +€ [+€ E| | xl «AsAUR 
l SCOx l| <e. 
WEB] 证 结论 (1) BEARS I O | 与 度量 是 一 致 的 , 即 | < | = 
ol(zx,0). 由 假设 , 任 给 0<e<h, 存 在 0<3<4h, 当 上 zx 上 < 时 
V(x) < ale); 
又 存在 工 >0, 当 0< < T BF, | SC) | < 六, 于 是 ,由 命题 11.4.3, 有 
alll SCOx |) sz VCSGOx) < VG) € ate) 
或 
e(S0)2,0) = lsSCrl<arlals))=s，0 委 :上 < 了 ， 
由 连续 函数 的 性 质 , 不 难 将 上 式 延 拓 到 R, 上, 即 平衡 点 x =0 是 稳定 的 . 
证 结论 (2) 由 命题 11.4.3 存在 h>0 和 bE KIO, h IWE 
V(z)< b(| z]), vilzl Sh, 
b EH b C €KÍIO,b(A)]. MR 0< so< 六 充分 小 , 置 
I wo = sup V(x) E | z | < eo}, 
使 得 
pr)E [0,h], V0=< r =< wo. 
stepl 考虑 辅助 问题 
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do 
— +c(b` 1()) = = 0, 
E i (11.6.4) 


w(0) = wy, 
记 其 最 大 解 为 ow(1) .由 于 


de 
MC Ls cQ Gy) < 0, 


故 ww(t) 单 调 下 降 .并 且 , 在 解 的 存在 区 间 上 有 
cou) > 0, 
事实 上 ,车 存在 第 一 个 使 oa (t) HFA t=, WS 
wa(t), í € [0,:*], 
0, t> t#*. 
则 w“(z) 也 是 辅助 问题 (11.6.4) 的 解 ， 从 而 o (202 (22220. 显 见 
ww(t) 的 存在 区 间 为 [0, + co ), 于 是 ,有 
lim wm(t) = 0, (11.6.5) 
事实 上 , 由 wx (i) 单调 下 降生 非 负 , 知 w w(t) 一 0(1 一 + co), PEBL (11.6.4) 3 
Ex. 
step2 ”由 结论 (1), 存 在 0< hun 使 得 
让 SCt)zi < minh, wo), V ] xl < A < h 
于 是 ,由 条 件 所 设 有 


ww (t) = 


V(SGOz)<- c(| SCO ll. (11.6.6) 
V(SG)4) < b(]| SCO ||). (11.6.7) 
H K 类 函数 的 单调 性 ,从 (11.6.7) 得 
= el SCOx ||) x- c(6 (VG GDo2)), 
代入 (11.6.6) 得 


EV(S(1)z) + c(b IV(S()z)) < 0, 


V(S(0)x) 三 V(x)x <Ç wo, 
与 辅助 问题 (11.6.4) 比 较 , 并 援 用 引 理 11.6.1, 得 
V(S(t)r) S wult), Vt zO, 
由 结论 (1) 中 条 件 所 设 , 有 
l SCGOx ll < a (ew), Vt >0, || zl < ho, 

由 (11.6.5) 显 见 结论 (2) 成 立 . ü 

该 定理 就 Banach 空间 E 上 一 般 的 动力 系统 1 S(t):E 一 El 之 0| 讨 论 了 
零 平衡 点 稳定 性 的 充分 条 件 . 下 面 讨论 一 种 最 基本 的 情况 , 即 考虑 Banach 空 
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E X 上 的 线性 齐 次 方程 
"+ Au= 0, (11.6.8) 


的 零 平衡 点 的 稳定 性 , 其 中 A 是 Banach 空间 X 上 的 扇形 算 子 . 

由 定理 11.1.4, 方 程 (11.6.8) 满 足 初 值 条 件 u(to)= uo 的 解 是 
S(t)ug = e At uo, 

其 零 平衡 点 就 是 (11.6.8) 的 零 解 ,其 中 S(1)=e 4 是 4 确定 的 半 群 . 
定理 11.6.2 设 A 是 Banach 空间 X 上 的 扇形 算 子 ,10 之 0, 则 
(1) 平 衡 点 x = 0 稳定 (一 致 稳定 ) 的 充 要 条 件 是 :存在 常数 c >0, 使 得 

S(i) 是 一 致 有 界 半 群 , 即 

|l SQ)I = lle^U m d xe Vt to. 
(2) 下 列 条 件 等 价 
1° 平衡 点 u =0 是 一 致 渐 近 稳定 的 ; 
2° 存在 常数 p, >0, 使 


Si = le?" | x ce? ts, Vt to 
3 u=0 是 指数 稳定 的 ， 即 存在 920, 对 任 给 e >0, 存在 620, 使 得 
l uo l| <8 时 ， 
l Sle)uoll = uito uo) ll See? 9, Vr tos 


4° Rec(A) 50. 
证 明 证 结论 (1) M S(i) 是 一 致 有 界 半 群 时 , 其 稳定 性 (也 是 一 致 稳定 
性 ) 是 显 见 的 .反之 , 当 w=0 稳定 时 , 对 任 给 e>0, 存 在 6>0, 当 | > || <ë 
BF, | S(1)z | <e. FÆ 
I SG) = SUP, lsCOyl 25! SUP, l SCOy I 
<! (SUP, lI S(t) <à e, 
取 c=8 le Bin. 
证 结论 (2) ELS i 4-20-—3089]898, Bl f£ 4E b 20, E5888 
0ce« b, FERS e HRH T 20,25 | > | b 时 
lSCOxl = le irl] <e, Vt» to* T, 
于 是 
le t^ «ble, Vt » to* T, 
特别 , |e 7^] «b^ e«t. 
对 任意 £a FE a CZ, dE nT«t- ty (n * D) T, FA, 
B =- T nG 'e), 
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上 SC 二 es Mo le)" 
x Me PT = Mele BDT x ce Br) V i> tp 

其 中 , 取 c= Mel BI 2^ PRG 

证 2 一] 这 是 显然 的 .下 面 只 需 证 2=>3" 一 4">2 则 结论 (2) 成 立 . 

4E273' He = c le BT 

证 3 一 4” 设 w=0 是 指数 稳定 的 , 则 有 3 中 的 估计 式 成 立 .常数 8>0 
如 该 估计 式 所 确定 .对 任 -- A € oC A), Hl 

Rea > 8 > 0. 
若 其 不 然 , 由 Red < B, TEE T, 0,20, M [E- (D> TO EX, A 
l(e -ed)r| 2 e TAL e e TE S | m co laz, 

以 及 e AX 在 X 中 笛 , 易 知 e V e 2. X X 是 -一 一 映射 ,由 Banach 3t T 
定理 ,e ^ € ple AUST, h A € po4A) 与 MEo(A) 了 矛盾 .从 而 ,结论 4" 成 
M. 

WE4—2' 由 Re(A)>0, 直接 可 得 结论 > 中 的 舍 计 式 成 立 . Ü 

Fiili HT F8 uH. 

Wt A 是 Banach 空间 X 中 的 扇形 算 子 ,对 某 个 0 过 wa<1, X° 有 意义 .考虑 
自治 方程 (11.4.4), 其 中 f:X->X 是 局 部 Lipschitz 的 . 则 对 任意 的 初 值 
u(0)= wo, 方程 (11.4.4) 的 解 是 唯 -存在 的 .下 设 存在 区 间 是 [0, + oo). 

定义 11.6.3 ”自治 方程 在 1 的 解 u(t) 称 为 吸引 的 , EFE 8 0, fl 
得 [to, + co ) 上 所 有 满足 | ulto) ulto) la «0 PORE COS 

Jim. laG) — a lb, = 0. 

定义 11.6.4 自治 方程 在 ) Ku ORAE X 内 是 稳定 , 若 对 任 给 
的 e>0, 存 在 6>0, 使 得 [10, Ho) ERAR Lun) ulto) ll. «o 的 解 
ult), 

luti) at) ,<e, Yr to 

特别 , 如果 u(r) EUR S AS, PE o CO) EARR E BJ. 

对 于 一 致 稳定 和 -…- 致 渐 近 稳定 ,有 如 下 和 定义. 

定义 11.6.5 自治 方程 在 /上 的 解 x (1) 称 为 在 X 内 是 一 致 稳定 的 , 若 
IE e >0, 存在 仅 与 a 有关 的 5 oD, 对 任意 的 rcm rs, 使 得 满足 条 件 上 (11) 
—u(t) l «8 BÍIESEREu CO fn, vo) Eff H. 

Hutt) atl e. Vtzty 
特别 , SLE X PE de ne DAER S, 及 TO) 50, EWER] ul) 
- ut) l. <, 的 任意 解 ult), 有 有 
lutei -uQni,«e, Vrzunts Tle). 


E 11.6.3 Z U-lu€X'lul.«rl, £F:U-—X # E f(0)-0H 
将 U 中 的 有 界 闭 集 映 为 X 中 的 有 界 集 , 则 
(1) 如 果 自 治 方程 (11.4.4) 在 U 上 有 Lyapunov 函数 V(x ) 满 足 
V(0 20, a(l z] )< V(r) Vr€U, 
其 中 a € K[0,r], 则 该 自治 方程 的 零 解 是 一 致 稳定 的 . 
(2) 更 若 存 在 c € K[0,r] 使 


V(z)<- (|+ 1), Yr€EU, 
则 该 零 解 还 是 一 致 渐 近 稳定 的 . 
证 明 类 似 于 定理 11.6.1. 由 f 映 有 界 闭 集 为 有 界 集 ,并 可 以 对 解 u(1) 进 
行 延 拓 ,使 其 存在 区 间 为 [zo0, + 99). 
例 11.6.1 记 1=(0,7), 考 虑 反应 扩散 方程 


PE (11.6.9) 
Iu(0,2) = uG 1270, VI CR, 


其 中 常数 0 过 a c1, 8:29, k 为 奇数 , 则 零 解 在 HiO, D PREE. 
证 明 $ 
V(e) = Fh e? God - i lg; Hill? V e € HbO, nr), 


W u(x,1) 是 (11.6.9) 满 足 初 值 条 件 u(x,0) = e€ Hà, x) Kaf, WI 
dV(u(x,t)) _ _ | 
dt 


uu dx 
0 


ðu 3u k 
32r ^ 3 + au > pu“, Yz, t) E IxR,, 


^x 
k 
一 一 Jas i au - flu )dx 
_ "x 2 dr 4 i 2d _ x, kig 
= j es dr ta LE x ~ pk NES Xx 


<- (1 - a)| uias =- (0-2) llu; H}? 


于 是 零 解 是 一 致 浙 近 稳 定 的 . 0 
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20 世纪 80 年 代 , 动力 系统 研究 的 一 项 重大 成 果 是 , 发 现 相 当 多 的 带 耗 散 
结构 的 偏 微分 方程 解 的 长 期 形态 与 有 穷 维 系统 具有 某 种 本 质 上 的 一 致 性 , E 
要 有 全 局 吸引 子 .吸引 子 维 数 和 惯 形 流 形 044 14] 有 关 应 用 及 非 线性 
Galerkin 方法 , 可 参看 文献 [144-- 146]. 


812.1 全 局 吸引 子 


设 互 是 以 da(.，) 为 度量 的 完备 空间 , S= S(:)l >20 E H ERE 
算 子 半 群 . 当 1>0 时 ,如 果 S(1) 是 H 上 的 双 射 , 则 可 以 定义 算 子 S{ 一 1)= 
S(1) SÉ S(1)HCH 到 日 上 的 映射 .对 集 CH,” o 极限 集 

LG ) =N, Ust Y, 
其 中 闭 包 取 于 H 中. 类似 地 ,如 果 存 在 的 话 ,其 a 极限 集 
L.G) = D, Us( - t). 
$588 12.1.1. 9€ L.C ), 当 上 且 仅 当 存在 pvE 及 序列 如 一 + oo 使 得 
S(t,)e, > p, n> œ; 
e€ L.G ) 当 且 仅 当 互 中 存在 收敛 于 9p (8 91 pi REN 1, + oo 使 得 
Pa = SC), ES, Vn € N. 
证 明 结论 是 显然 的 . D 
定义 12.1.1 i$ XC H, 8r X EERS 的 正 ( 负 ) 不 变 集 , 若 
S(1)XCKX(S(I)XDOX), Vt 50; 
E X 既是 S 的 正 不 变 集 , 又 是 负 不 变 集 , 则 称 X 是 S I GER) DER. 

$E 12.1.2. C v CH BFE (20 RU, S, SC E H PHR 
紧 集 , 则 LG ) 是 非 空 紧 的 不 变 集 ;类 似 地 ,如果 对 任 一 £20, S(1) o E 
HU, SC) iv 是 相对 紧 的 , 则 L,Cy ) 是 非 空 紧 的 不 变 集 . 

证 明 ”由 条 件 及 L.G ) 的 定义 , 知 其 非 空 且 紧 .再 利用 S(1) 的 连续 性 和 
命题 12.1.1, 类 似 于 命题 2.2.3 可 证 L(x ) 的 不 变性 .类 似 可 证 L. G ) 的 结 
论 . ü 

W+r€H,X, YCH,# X 

dla, Y) = inf dé, y). 
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d(X, Y) = sup infd (x, y). 

定义 12.1.2 ”集合 x CH 称 为 半 群 S IIR SF (attractor), # J& S 的 

PER, 且 存 在 x 的 一 个 开 邻 域 这 使 得 
d(S(t)uog,.A ) — 0, Mop oo, V ug € ll, 
此 时 , 最 大 的 开 集 勾 称 为 q 的 吸引 盆 (basin); 称 zy 一致 吸引 集 2C%, 若 
d(S(1)98,7)--0, | "A rc co, 

也 简称 x 吸引 集 8; 称 x 吸引 % J 8 L $E (sk * 9E BR u eA 
界 集 (或 紧 集 ) . 

显然 , 若 w 是 S 的 吸引 子 , 则 存在 z BJ JF A dy = Ls I Br 4 XX FÉ 
FE aw BE, 就 是 x 的 吸引 盘 . 

定义 12.1.3 baud HP AW CH I Si, PK E uh ERKE Cab- 
sorbing)， 若 对 外 中 的 任 一 有 界 集 BCU, 存在 to= to BDE SCOSCO 对 任 
— t» ty 成立 . 

SX 12.1.4. 称 x CH RE SES 的 全 局 吸引 子 , uy 是 紧 吸 引子 且 吸 
3| H 中 的 每 个 有 界 集 , RUE RUE SL AETH H. 

显然 , 全 局 吸引 子 如 果 存 在 则 是 唯一 的 , 并 且 在 所 有 的 有 界 吸 引子 中 是 极 
大 的 , 故 又 称 为 极 大 吸引 子 . 

命题 12.1.3 设 信 是 日 中 开 凸 连通 集 且 KK 忆 %VU 是 吸引 紧 集 的 紧 不 变 
集 , 则 K 是 连通 的 . 

证 明 记 天 的 凸 闭 包 为 :是 尺 中 的 紧 连 通 集 , 故 S(1) 色 也 是 紧 连 通 
集 .车 K 不 连通 , 则 存在 不 交 开 集 人 和 W, 848 LOOK Q ,i= 1,2, KC 
Um. HF KCA, S K e SGOOKCSQ)8, TE W.D SCOSSE 6, i 1,2, fR 
à U %, ARE SESS S(:)2. BAI, 对 每 个 x € N, 存在 x, € S(:)2 1H x, € 44 U 
ab. Six, E S(1)% 中 的 相对 紧 集 , 且 被 K Sl, CB IP EE CT IE 
K 但 zEUU 色 ,与 前 设 了 矛盾 ,从 而 结论 成 立 . Ü 

定理 12.1.1 设 S 是 互 上 的 连续 半 群 , 若 存在 开 集 uk u PARR 
收集 2, 对 某 个 11 >0 使 S(11) 多 是 相对 紧 集 , 则 wv = L.C) EUR S] UPER 
集 的 必 中 极 大 有 界 紧 吸 引子 ;更 若 H 是 Banach 空间 , u Æ r Fe 8 89 , 则 x 也 
是 连通 的 . 

证 明 首先 , 由 有 界 吸 收集 名 C 忆 自然 吸收 自身 ,存在 to>0, 当 (2 t 
时 , S(1)%C8. 轿 1 ,=tot+ti, 当 1 之 1 时 ,有 

S(t) = S(n) SCC tı)Z C SC(GQ)8, 
从 而 
Y SUJA C SCGQ)3 
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是 相对 紧 集 , 由 命题 12.1.2 知 y = 1.,(%) 是 非 空 紧 致 不 变 集 . 
下 证 x 是 色 中 吸引 子 . 若 其 不 然 ,对 包 中 革 个 有 界 集 B, 存在 6 20 HUT. 
列 1, 一品 使 得 
d(S(r,)9h, YW) >0, Vn €N. 
对 每 个 n, 在 上 式 中 存在 b, € 2, EG 
d(S(t)b,,. 4) 28/220, Vn€N. (12.1.1) 
由 于 og UK 2, BO TEE ES 
SQOG)A C2, V i>. 
再 由 1S(i)b 的 相对 紧 性 , RERA -ARA B, 使 得 
B= lim S(z, bn = lim SG, ~ ESCE) b, 
而 S(r )b, Eg, 由 命题 12.1.1 知 BE ww, 这 与 (12.1.1) 矛 盾 , 故 所 言 成 立 . 
EK, ity Dry 是 极 大 有 界 吸 引子 ,由 名 的 吸收 性 ,对 充分 大 的 1 有 
a = S(t) C: A, 
于 是 
Y L(Y ) C L,UG8) = V, 
Bly 是 极 大 的 .最 后 ,由 命题 12 1.3 可 证 % 的 连 道 性 . U 
对 某 些 耗 散 系统 ,定理 12.1.1 中 S(1) 的 紧 致 性 条 件 是 不 满足 的 . 
假设 H 是 Banach 空间 ， 
S(t) = SI(1) + S(t), ViER,. (12.1.2) 
其 中 ， 对 充分 大 的 1, Si1(1) 是 一 致 紧 的 , 即 对 每 个 有 界 集 2, fede t1 = nOD 
HEUS, SC ñ: H PERI ER: 而 S0): HH 连续 且 对 每 个 有 界 集 
“C H 满足 
r.G) = sup || Si(elu--0, ro. (12.1.3) 
命题 12.1.4 设 连续 半 群 S 满足 条 件 (12.1.2), 则 对 于 H 中 的 任 一 有 
REZA 上 L,( 名 ) 是 非 空 紧 致 不 变 集 . 
证 明 ip, (HREH rom oo FU HEAR ECT. 1.3), 有 
Si(t)g, >0, “n>, (12.1.4) 
再 由 (12.1.2) 知 | 
S(r,)e, KA e S.C, o, 收敛 (12.1.5) 
ii 
L. G0 = (USICOR, 
Wah jaa R S CH) e E BE, (Bd E12. 0. DE Lo, CR) RR Rr, 再 利用 
(12.1.4) 81(12.1.5) &itl 
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L,C4) = L. (2). 

于 是 ,由 S1(7) 的 一 致 紧 性 和 命题 12.1.2 80 L. DEERE. 

下 证 (多 ) 具 不 变性 .首先 ,对 任 一 € S(1)L。(3), 存 在 p ELDE 
J=S(1)p; 再 由 命题 12.1.1, 存在 序列 i pc 六 及 ，->oo, E nokt, 有 
S(t)g, to. VE (+ to H.H SC) 连续 有 

S(t + r,)e, = SCOSQ e, > Slp = 0, ` n — co, 
Bl 9€ L,(9) EZ, HE o € 1,(%), 同 样 存 作 上述 性 质 的 p, Mi DERE 
Aj >r 时 ， 
S(t, - Do, = Silin - o, + Salta — t) pr- 
H1 (12.1.4), 4 n =H} Salt, — 0o, >00. 1S Ga 0e, ERTER, A 
收敛 子 列 ,下 标记 为 n KAT 9€ LCD. 于 是 ， 
p = mSS, - De, = SCO$ € SG)LUD 

故 结论 成 立 . : 

定理 12.1.2 E S Jé Banach 是 空间 所 上 满足 条 件 (12.1.2) 的 连续 半 
群 ,名 是 开 集 WC H 中 的 有 界 吸 收集 , 则 定理 12.1.1 的 结论 成 立 . 

证 明 由 命题 12.1.4 知 * = L DEET KATER. ARERR UT 
定理 12.1.1, 只 须 注意 到 对 (12.1.1) 中 的 16, 1 为 ,利用 

S(r,)b, = S (¿,)b, + S,( t, )b, 
&(12.1.5), B LS. Co) b, LS EDGE RE ERE S Co) b, EART RTE. M f up ub? 
论 成 立 . D 
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在 一 定 条 件 干 ,全 局 吸引 子 , 即 系统 的 长 期 的 动力 形态 ,是 有 限 维 的 0421. 
B H Ë Hilbert 空间 ,Le v HOUR WT, 于 是 L' L 是 自 伴 非 负 紧 算 
ff T (L * L) MEB el enU H 的 标准 正 交 基 , 对 应 的 特征 值 记 
H a;= a; (1), W E 
al 人 L) aL) m0, 
m m (12.2.1) 
(LLY e = ae, VEN. 
prs di d a o BOCK REH 有 
as, (L) = sup inf. J Lz;H ll. (12.2.2) 
a m |l W 
若 1 EXLH) 不 是 紧 算 子 , 同 样 用 上 式 定 叉 数 aj,( 工 ), 此 时 (12.2.1) 式 成 
ZH a (L)< | LAH) ||. ERAPR OL, HE X 
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own(L)=aiL)…an(L)， V m€N, (12.2.3) 
可 以 证 明 如 下 命题 , 而 略 去 其 证 明 . 
命题 12.2.1 i$ L.L € (H), WI 
eau LL) S es Løn). 
id 
H, = Spanje, la; > 0,j € JI, 
当 是 紧 的 或 L REH, =H 时 , J =N;34 L. dEXE H,Z H BF, J = 11,2, 
engl TE H BEMSH =H OH. E 6d& H, 中 的 椭 球 , 其 轴 的 方 
向 沿 着 向 量 Le, KEX a ( 工 ) >0. 

命题 12.2.2 ”在 如 上 假设 和 记号 下 , 设 B 是 昌 中 的 单位 球 . 

(1)# L SEL 非 紧 但 H, =H, M L ( B)C é. 

(23$ L dEEHLH,Z H, W LCB) & T BO, a (CL)) CHE 与 椭 球 8 的 

设 H big ERES ISCOIT€ RITE u € H 点 是 Fréchet 可 微 的 ， 
其 导 算 子 记 为 L(1, uao)E XH). 

定义 12.2.1 ERR 

Wu0) = lim(w(LU zxo))) j € N 
存在 , 则 称 之 为 S(7) 在 点 uo 处 的 Lyapunov 数 ,其 对 应 的 Lyapunov 指数 
uiuo) = logi (au), J€ N; 
在 离散 的 情况 (1 EN 时 ), 记 
AjCug) = lim (aj (L7) 7^, uj (uo) = logA; ug). 
当 极 限 不 存在 时 , 有 时 采用 如 下 定义 
Alugo) = limsupCa; CL Ct, 4)", JEN; 
uj Cu) = logA;( uo). 

在 遍历 理论 中 , 若 SERMEK, W 1,(xo) 是 几乎 处 处 存在 的 . 下 面 ， 
采用 不 变 集 上 “一 致 Lyapunov 数 ” 的 概念 . 它 在 该 不 变 集 上 总 是 有 定义 的 . 首 
先 给 出 如 下 引 理 . 

引 理 12.2.1 AX ọ 

e(t + s) < gGO)eG), Yi,s € R,, (12.2.4) 
对 某 个 0<a<p<co 有 
up, e CO < oo, (12.2.5) 


RU lim Co CO ERUIT 
r = inl Cg (E) t. 


"amc 
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WEB] 由 条 件 (12.2.5) 知 o 在 任 一 区 间 [a,c] 上 有 界 . 设 p q CR,, 
q2p2a,B k € N 使 得 
(& * Dp x q < (k +2)b. 
由 条 件 (12.2.4) 有 
plq) < e(k&p)e(q — kp) < e(p)'o(q - kp), 
plg)” < (gCp)*)9 sup g(r))"/*. 
在 上 式 中 先 固定 p TRAE, S k, g>, f 
lim supg(q)* < g( p)". 
再 使 p—oo3tHOL F RER, (8 
lim supg()"* < lim infg( p)", 
故 所 证 极限 存在 .再 对 任 一 e >0, 取 p. fi eC p.) P e, PIR 
imelo)" = 加 (po tS e + e. 
Hie 的 任意 性 知 后 一 断言 成 立 . D 
i$ XCH 是 Hilbert 空间 H 上 连续 半 群 S= S(:)l:€R,I|092 PRAE 
集 ,S 在 X 上 一 致 可 微 , 即 对 每 个 xEX, 存 在 互 中 的 线性 连续 算 子 
L(1,u)€ KH), E c0 时 ,有 
二 StDz Su — Leu) v) L ~ 0. (12.2.6) 


u-v 


su 
并 且 还 假设 存在 mw >0, 使 得 
sup sup ll L Cr, u); AH) | < m <+ =. (12.2.7) 
为 简便 起 见 , 仅 就 离散 的 情况 , 即 : € N, ETT SUR. iu S(1) = f, Wf E 
其 不 变 集 X 上 一 致 可 微 , 即 对 任 一 (€ X, 存在 L(u)€ CH), 12.2.6) 
成 立 , 其 中 SOORA F; 并 且 还 假定 L(w) 在 XX 上 一 致 有 界 , 即 存 在 m>0 使 
得 . 
sup | L(u); CH) | <m<+ =. (12.2.8) 
É p€N, bil 
L,(u) = LCf?!(u)) s * LCf(u)) ° L(u), 
对 天 同样 满足 (12.2.6), 且 由 (12.2.8) 有 
sup | Lolu) KH) || < m° <+, VpEN. (12.2.9) 
对 于 , j, pEN,uEX, 利 用 (12.2.3) 记 
wj = supe;(L(u)); 
wi(p) = supej(L,(u)). 
引 理 12.2.2 ”在 如 上 假设 条 件 下 ,下 列 极限 存在 且 
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lim Co; Co)? = inf lape. 
WEB] 由 命题 12.1.1 0€ (12.2.8), (12.2.9), PERE 
e (L(u))< |L(u);:%H)|, o; < m, 
"PONCDESEROICLCUNEPOESA 
BB w(p) 满 足 条 件 (12.2.5). 同 时 ,由 
wi(Loral(u)) 
=w(L(f' (uu)) 9 to L(u)) 
Sw (LC 171(0)) s e LOQUO e e( LC 1 ()) s e L(u)) 
Sol LP) e * LG) * eSO(LCGP 1(0) * i ° L(u)) 
sw; C5) * o;(q), 
其 中 v= (wu)EX, 得 
alp +a) Lalo) wla), V;ij,p.q € N. 
由 引 理 12.2.1 知 结论 成 立 . . D 
由 引 理 12.2.2, 对 p€ N, 下列 极 限 存 在 ， 
Ai = lim (ap), 
i "TIO 1/P 
Am = "Paw; , m>2. 
定义 12.2.2 VR A, 为 X 上 的 全 局 Lyapunov 数 ,而 称 
Hs = lgAS,, ml 
为 X 上 的 全 局 Lyapunov 指标 . 

类 似 可 给 出 连续 情况 的 相应 定义 , 只 需 将 p € N 改 为 1: ER, BiR. Lya- 
punov 数 刻画 了 X 上 由 半 群 S 产生 的 m 维 体积 最 坏 的 无 穷 小 形变 . 

下 面 将 使 用 的 Hausdorff 维 数 和 盒 维 数 和 概念 见 第 四 章 .只 是 在 记号 上 分 
Bi 36,CAYFL2C'CAYN pu CA, 5,8) fI iu CA, s); id N5CA)9] NACO), eid 
fx A 的 半径 为 8 的 球 的 最 小 个 数 .在 有 的 文献 中 , 称 盒 维 数 为 fractal 
维 数 或 capacity 维 数 ,这 里 采用 “ 盒 维 数 ” 这 一 术语 . 

id H 中 椭 球 6 轴 的 长 度 为 a (6), 21, HRE 

a (é) Z a3(6) Zn. 
当 n ENH, w,(6) 如 (12.2.3), 当 d=n+s,n€EN,0<s<1 时 ， 
wu (5) = o, (E) Tu (OP = ou OLASO 
显然 ,映射 dC [1,0] 19, 017 | 是 不 增 的 .下 面 先 给 出 两 个 关 十 徐 盖 的 引 
理 . 
引 理 12.2.3 td=n+s,nEN,0<;<S1, 对 任 一 r, anil) SrS 
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ai(6), 则 获 盖 椭 球 & 的 半径 为 ”+ 1r 的 球 的 最 小 个 数 


— ë 
na Sn Tir) ean 6D (12.2.10) 
r 


其 中 * EPEn ELfE (8 ra, (ORKER. A, WR e (4 (6))"*, 
则 
pr(Bd Jn + 1e) < pwale), B, = 2" (n + 1)22. 
(12.2.11) 
证 明 设 |g| ;1 是 日 的 规范 正 交 基 上 且 依 次 对 应 6 BR, 正 交 投影 

Q:H -—spanlgi, t, Pnl. 
id 

Qi 一 ai(G)， P = Antis 
则 & 含 于 QH 中 集 IC- a;, qj] 与 (1 ~- Q)H 中 球 B(0,p) 的 积 内 .前 者 被 边 
长 为 2r 的 AE EORR, 


N < I [= ]+ j< T3 


而 每 个 立方 体 又 被 半径 为 Vn +1r 的 球 所 覆盖 , 故 (12.2.10) 成 立 . 
对 于 t=n, 取 r=p 的 情况 , 应 用 (12.2.10) 式 及 
p X Co, (5) ) V" < (o (£))V* < e, 


2a; e, 


2^- l< 2" 


有 
gu(6, d, Jn + 1e) <S pulé, d, Jn + 1p) 
«2 es CO) . (n + 192g = 27 (n + 1)", (Ó), 
p 
BB (12.2.10) Y. D 


引 理 12.2.4 Ë d=n+s,nCN,n2>1,0<s<1,B aí(&) & m, o4 (6) 
«m! WIFE- n>0 有 8+ B(0, 9) & TER 8 中 ,使 得 


m" 1/s 
wal  ) (14 KI)R, K= | n | 


证 明 PH =a. CO. HUP a ERI, CRTICA ERR 2 608 ws(B) = 
m^, H.XEf£— j 2n + 1,a; = a; (é) = p, Tft a= a (Sm. TË 


k = ay aplan) < m'p, EK oz K! 
因而 , B(0, p) 含 于 6, 


+ B(0,52) C (1 + Dic (1 + Ky). 
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取 8'=(1+ Ky)&, 可 证 结论 成 立 . o0 
定理 02.2.1. iW /在 其 紧 不 变 集 X 上 一 致 可 微 且 满足 条 件 (12.2.8)， 
若 存 在 d= n +s 如 前 述 ,使 得 
supss(L(u)) <k < 1. (12.2.12) 
其 中 
vea(LGCu)) = oe,(LGu))! So, (L (u)):, 
则 dimu(X)xd. 
证 明 stepl 对 任 一 p€N, 由 条 件 所 设 知 (12.2.9) 及 
wa(p) = supwa(Lo(u)) S &^ < 1 (12.2.13) 
成 立 . 由 于 户 同 样 满足 (12.2.6), 必 要 时 可 用 fr 代替 f, 由 上 式 推 知 
(12.2.12) 中 的 可 任意 小 ,特别 , 可 设 
Va «ik < 1, B < C1, 


其 中 g, 如 (12.2.11) 所 述 . 

step2 ”同时 , 还 设 上 委 m4 ,又 取 0<7<L1/ 氏 ,其 中 并 如 引 理 12.2.4. 于 
是 ,选择 适当 的 e。 >0, 由 (12.2.6) 有 
Ifv- f Leo zul < " 


lv- u ll 


o« hw viec 
由 于 X 是 紧 集 ,可 被 |B(w 7;)1i=1,…, Ni 覆盖 ,其 中 半径 noil, 
NN .于 是 ， 


X = fX CC fO Qus r) n X), 
并 且 , 对 每 个 v€ B(us ri) i152, N, 
|| fo — fu; - L(Qu0(v-uDl < lv- ull. (12.2.14) 
WIR. Bus r) = ui + B;, B; = B, n). ARE 12.2.2 8L L (u) CB) 8T 
球 8, 其 轴 长 度 为 raj(L(u;)), jEN,i=1,…, N. TÆ, HI (12.2.14), A 
f(u; + Bi) C fu; + & + B(0, wi). 
由 于 
wali) = ros) = riea(L(uj)) < kr2, 
且 从 引 理 12.2.4, 6; + B(0, m) & T HERR 6; 使 得 
wal A + Kg) hr? < 2fkrf, i = 1,.…%…,N, 
于 是 ,X 被 | fu; + 6 ii=1l…, N EK, 其 中 6 WEER. 
step3 ”再 利用 引 理 12.2.3 的 (12.2.11) 和 前 设 的 &, 有 
ua; d 6/2) pulé d, Vd+IAYE) 
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pn , d, Jn + Ae dy) 
1 


< Bao (6/7) 之 2408 < Jy rt. 


于 是 


N N 


pu( X, d, e/2) < 2 pu(5/ d e[2) < y yr. 
再 由 pp(X,d,s) 的 定义 ,有 
uu (X, d, e/2) < uu(X,d, e), 
从 而 uu CX, d, e/22) 2 "py( X, d, e), $ j >o nu CX, d) = 0, WAER 
AE. 口 
定理 12.2.2 条件 如 定理 12.2.1 所 述 , 仅 将 (12.2.12) 代 换 为 
oA DoD cq jaleen, (12.2.15) 
H d>1, M dimg( X) &d. 
证 明 在 (12.2.15) 中 令 je n, H ws<1. 采 用 定理 12.2.1 证 明 中 的 记 
号 ,并 记 
aj = supa;(L(u)), aj (p) = supa(L,(u)), jl. 
WIB(u; r )|i=1, NIE X 满足 条 件 7r;<e(i=1,…， N) 的 最 少 个 
数 的 覆盖 ,于 是 N = nx(e),r=e,i=1l…,N. 同 时 ,X 又 可 被 | fa + 6 lis 
1,…, N| 覆 盖 . 取 半 径 为 2 V4+1ea, ,1 的 球 覆 盖 久 和 8 ER 
nx(2 Jd + leanri) < nx(e) Maxne (2 Vd * 162,44). 


(12.2.16) 
X. r =2ea, ,1 使 其 对 适当 的 。 满足 引 理 12.2.3 的 条 件 .在 引 理 12.2.4 
的 证 明 中 6 ';= (1+ K3)6; HIE j>n+1 有 aj(6;) = a, ace, T 
as (é ,)= (1 + Kg)a,4(6) 
= (1 + Kyran (L (u;)) 
< (1 + Kg)ra, i S 2ean = r. 
其 中 7<I1/ 开 .利用 (12.2.10) 与 wi= aiZa, , A 
w (6^) 


— _ | 
PY 
n, (2 Vn + lea )< max]1 ea (2em, 1) 


. (LG 
< n max 2s LEG] 
IXjEn (ean+1)! 


人 


2" ma 


X — A. 
IS;<x (a4,1)? 
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联系 (12.2.16) 式 ,得 ， 


nx(2 Vd + lean) < 27ny(e) max —— 


ssn (a, 407 l 
类 似 于 定理 12.2.1 中 stepl 的 证 明 , 对 充分 大 的 p EN, 以 a, CO) HE Cp) 


代 换 anM w ERDRE. BR, an Slona (0) 0 ,于 是 上 式 
即 


(ae )"ny (ae) < Genxe), (12.2.17) 
其 中 
a=2Vd+1lan(p), 
0= 27 (d + 1)? max loj Cp) Co, (9) DI 
Id + 17 | max [oj Cus .) 4701 JI 
可 以 证 明 


> "a (d-3)/(n*1) 
8,41 S ejos) ? " , 


a, up) x wi pwn p)) A nt) 
y4 MG DP 
+1 ; 


j — l,.n", 
x ojo, J = 1,',n. 

利用 条 件 (12.2.15), 对 充分 大 的 p€ N, 有 axt1/2 和 6 委 LV2, 于 是 对 充分 小 
的 so>0,(12.2.17) 式 即 


plae) < 1 ple), VO < £ < eo, (12.2.18) 
其 中 , p(e) = edx(e),0<a 委 1/2, 该 式 意味 着 
lime(e) = 0. (12.2.19) 


事实 上 , 取 j=j(e) 使 | 
aeg xe « aeo, 
显然 c0 时 j 一 co 于 是 由 (12.2.18) 有 
gp(e) = g(da je) < 2 /g(a ie) «27M, 
其 中 
M= sup g(£)- SUP. Eny(£) < eénx(aeg) < °. 


SER 
ae s< ES Eg 


从 而 (12.2.19) 成 立 . 故 存在 sl >0, 使 得 
ple) = edx(e) 委 1 VO < £ < i. 
因而 


lognx(e) _ 
` < , 0 X , 
log(1/e) d < € € 


4 e 一 0 知 结论 成 立 . D 
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对 Lyapunov 指数 ,有 下 面 的 定理 . 设 w(p),a,(p) 定 义 同 前 , 记 
A; = limsupla;(2)1"*, Bj = logA;， Vjzl 
引 理 12.2.5 ”对 任 一 jE€N, 有 如 下 不 等 式 成 立 
Aj & A & (Ar: Aj), 
n < n LXI 
证 明 因为 a; (L)XEHEE— L € 9CHOJÉXÉTALET, 容易 核验 
wi(p) Aw-i(p)a(p), Vj22.p€N, 
aj (p) &lo,(p)I7, Vj 之 1l,pE€EN, 


于 是 
wp) P — wa(p) wi(p) ju 
- < (a; °, < w 。 一 ET 1 J P 
pers ( (277 < wilg) wil p) Pp) | 


令 pro, HARUS- ARL, 再 取 对 数 有 第 二 式 成 立 . ü 
定理 12.2.3 ” 设 f 在 其 紧 不 变 集 XCH 上 一 致 可 微 且 满足 条 件 (12.2. 
8), 如 果 存 在 nz 使 


P1 tee + Hn+l < 0, (12.2.20) 
则 
Bai LO, Gum t uu) € unl; (12.2.21) 
并 且 
` 十 
dmy (X) < da = n+ (+ i je. (12.2.22) 
ntl 
Bi 十 “ © + ui), 
dim (X) sid, = (n + 1) L+ max TË i. T mal! 
(12.2.23) 


其 中 (pt+ t ns), 一 Imaxj10, (Hi 十 … 十 ua). 

证 明 首先 , 由 条 件 (12.2.20) 及 引 理 12.2.5 的 第 二 式 立 即 得 
(12.2.21). 

其 次 ,证 (12.2.22) 式 .为 了 引用 定理 12.2.1, 只 需 对 充分 大 的 p € N, Ë 
3$ (12.2.13) XH f£— d > do 成 立即 可 .事实 上 ,由 定义 12.2.2, 不 难 核验 


pitty = lim 方 logwi(P)， Vj, — (12.2.24) 
id-o2n*s,0€s«1, HI wa(p) 的 定义 可 核验 


wa(p) < Go, CP)! C onn V, 
E 4 (12.2.24) X, 8 
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1 


_ 1 _ [1-5 - 一 
lim logo Cp) lim | logo, (p) + logos iC | 


< yi toco uas + Susa 
34 d>do, do 1n(12.2.22), Bf 


PI 


pitoe gu sus < 0 


lim Logos (p) « 0. 
pp 
对 充分 大 的 p € N 和 任 一 4 do, H 
wa(p)<1 
成 立 .从 而 ,由 a 的 任意 性 知 结论 (12.2.22) 成 立 . 
最 后 ,证 (12.2.23) 式 . 记 
i (utt au 


di = max in+t - 
Mj | sil 
由 引 理 12.2.5, d Xdi, Khi d, 如 (12.2.23). 故 只 需 证 
dimg( X) < dj. (12.2.25) 
事实 上 ,类似 于 定理 12.2.2 中 (12.2.17) 式 的 证 明 , 有 
(ae) 7ny (ae) < 0Cpoe?ny(e), (12.2.26) 


其 中 
a = 2 /d + ]a, (0), 
0(p) = 27 (d + 1)?? max lo, Cp) (aq (p). 
由 引 理 12.2.5 和 条 件 (12.2.20), 有 ,+11<0. 再 由 A, 和 jj 的 定义 ,有 
lim suplan (p)? = expl yns) <1. 
于 是 ,对 充分 大 的 p, 可 要 求 0<a<1/2. 同 时 ,对 任 一 d 0 di, 
lim sup Llogloj (P Casi (04771 

= boo aut(d ojus 

mutet y) (d -Dleal«9, j= 1,2,,.n, 
从 而 


lim sup ligó(p) < 0. 
poo Pp 


+: —— ud zk TUE que CET I €f) 475 


ms 
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于 是 ,对 充分 大 的 p, 同 样 可 要 求 0< 9(p)< 洱 .从 而 (12.2.26) 类 似 于 


(12.2.18) .类似 于 定理 12.2.2 的 证 明 , 可 证 dimg( X) d .由 于 4 可 任意 接 
d'i, 而 有 (12.2.25) 成 立 . D 
在 (12.2.20) 中 , 设 m 是 使 其 成 立 的 第 一 个 正 整 数 , 则 yj + + u c0, 
Am 12.2.22) Hd m + EL E BOR X IB Lyapunov ES 定理 
12.2.3 断言 dimr(X) 小 于 或 等 于 Lyapunov 维 数 . 
有 关 吸 引子 分 形 结构 的 进一步 讨论 ,还 可 参考 文献 [145]. 
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设 H ÆA Hilbert 空间 , 其 内 积 记 为 (`.，'), 范 数 记 为 |. |。 考虑 HP 
以 下 发 展 方程 确定 的 无 穷 维 动力 系统 ， 


d^. Au = R(u), (12.3.1) 


u(0) = uo. (12.3.2) 
这 里 A 是 一 个 无 界 自 伴 闭 的 正 算 子 ,定义 域 为 D(A)CH,R 是 D(A’) 到 HH 
的 非 线 性 C1! 映 象 ,其 中 y 是 某 个 满足 (0 三 7 «BT, DCA')C H E A? 的 
定义 域 .函数 u — wu(i) 是 由 RR, 到 D(A ) 的 上 映 象 . 
许多 耗 散 型 的 微分 方程 , 例如 , 以 下 的 二 维 粘性 不 可 压缩 流体 的 Navier- 
Stokes 方程 可 化 为 这 种 形式 (参见 [142],[147], (156], [160], [162] 等 ). 


^L — Au + (u: V)u + Vp = f, (12.3.3) 
div u = 0, (12.3.4) 
u(z,0) = uo. (12.3.5) 


假定 初 值 问题 (12.3.1),(12.3.2) 适 定 , 即 对 每 个 uo H, 存在 唯一 的 连 
续 映 象 = x(i)(<0) 满 足 上 述 方程 .于 是 我 们 定义 了 H 上 的 连续 算 子 半 
群 |S(z)|,>o. 

S(t):u(0) € H > H, t20. (12.3.6) 

定义 12.3.1 Æ Hilbert 空间 H 中 算 子 半 群 1S(z1)|,>o. 此 半 群 的 惯 
性 流 形 M E: H 中 一 个 子 集 , 它 满足 

G) M 是 一 个 有 限 维 的 Lipschitz 流 形 . (12.3.7) 

Gi) S(22MCM, V t20. (12.3.8) 

Gü) 存在 常数 c, c2 70, 使 对 任何 ug€ 五 ,有 
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dist(S(2)ug, M) S c,* exp(~ cat) (£ Z tg). (12.3.9) 
显然 , 当 惯 流 流 形 M 存在 时 , SOE M 上 的 限制 定义 了 一 个 有 限 维 算 
子 半 群 { (1)|,>o， 
XG)2SGQG)lyw. 
Xt): M—>M. 
由 忆 (t) 确 定 的 有 限 维系 统称 之 为 惯性 系统 . 
当 系统 同时 存在 惯性 流 形 M 和 吸引 子 A 时 , 显然 有 ACM. 并 且 A 和 
M 都 是 有 限 维 的 .但 是 ,吸引 子 和 惯性 流 形 有 差别 :(1) 吸 引子 可 能 是 很 复杂 
的 集合 , 例如 可 能 是 分 形 集 , 而 惯性 流 形 是 (Lipschitz) 光 滑 的 , 通常 还 是 C! 流 
形 ;(2) 解 轨道 到 吸引 子 的 收敛 很 慢 , 可 能 是 1 的 负 宪 次 方 或 者 更 慢 . 而 解 轨道 
到 惯性 流 形 的 收敛 具有 指数 速度 . 事实 上 , 经 一 个 简短 的 瞬时 周期 之 后 , 解 轨 
道 本 质 上 位 于 惯性 流 形 M Z h, 大 部 分 的 动力 学 性 态 都 在 M 上 发 生 (参看 
文献 [141], [142], [152], [153], [158], [159]). 


(12.3.10) 


惯性 流 形 M 还 具有 下 面 定义 描述 的 性 质 . 
定义 12.3.2 ( 渐 近 完备 性 ) 对 任何 aÓ € H, FE wo€ M 和 +>0, 使 得 
dis(S(t)uo, S(t + c)ug) - 0 (t 4 œ). (12.3.11) 


由 这 条 性 质 , 惯性 流 形 在 不 丢失 任何 渐 近 信息 的 情况 下 降低 了 维 数 . 
现在 回 到 (12.3.1), 假 定 A ! 是 紧 的 , 则 中 存在 由 A 的 特征 向 量 组 成 
的 正 交规 范 基 | wo; les 
Au; = à, xo; € D(A),0 < i SA SASS Aj > o (j —> 0) 
(12.3.12) 
于 是 ,对 任何 u E HORY, 对 任何 z € D(AF),B 之 0) 都 有 收敛 的 级 数 展 式 


u = J uw. (12.3.13) 
j=i 


Hug NEN, 用 Pw 来 记 互 到 子 空间 Span] w1,…, wn| 的 正 交 投影 , B H 
Qu21- Pw KTH 到 子 空间 Spaniw;1j 宇 N+1| 的 正 交 投影 .于 是 , 可 将 每 
^ u€H 写成 


u = yw + zy, YN = Puu, zn = Quyu. (12.3.14) 

容易 明白 ,方程 (12.3.1) 等 价 于 系统 
Qa Ay = PR(y + z), (12.3.15) 
E+ Az = QR(y + z), (12.3.16) 


如 同上 式 , 当 N 固定 且 不 致 引起 混 请 时 , 为 简单 起 见 我 们 省 去 标号 N, 即 ,用 
P,Q,y,z 来 代替 PN, Qu, Yno ZN- 
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迄今 为 止 , 人 们 已 创立 许多 方法 来 构造 半 群 | S(t)| ,0 的 惯性 流 形 ; 但 一 
般 而 言 ,对 某 个 N, 人 们 所 构造 的 惯性 流 形 M 都 是 一 个 由 PNH 到 QNH KK 
数 的 图 像 . 

zn = @(yx) Ë: PH > QNH (12.3.17) 

下 面 是 一 个 关于 惯性 流 形 存在 性 的 一 般 结果 .为 了 避免 关键 性 内 容 被 技 
术 细 节 所 掩盖 , 我 们 按 一 种 不 用 全 部 假设 的 模糊 的 方式 来 叙述 结论 ; 感 兴 趣 的 
读者 可 参看 [141],[142],[152],[153] 等 文献 ,以 了 解 完 整 的 叙述 和 证 明 ， 

定理 12.3.1 ”假定 条 件 如 本 节 前 面 所 给 .此 外 ,还 假定 

(i) A 和 R 满足 一 些 技 术 性 条 件 ， 

GD HET NEN 成立 AN iei, 

Cii) 成 并 Ay «1 7 ANZ 2 (AN 1 AND, 

其 中 kj, 220 f a (0<a « D EKT A, R 的 常数 . 

则 存在 一 个 C! E ®: PNH — QH, 使 得 @ 的 图 像 M 是 方程 
(12.3.1), (12.3.2)( 或 者 半 群 1S(1)|,>0) 的 惯性 流 形 . 

一 般 而 言 , (i) 中 提 到 的 技术 性 条 件 可 被 许多 方程 满足 , 例如 , 空间 维 数 为 
2 的 Navier-Stokes 方程 满足 此 条 件 . 当 N 充分 大 时 , 假设 条 件 (ii) 也 容易 满 
足 ,但 是 假设 条 件 (ii) 是 比较 苛刻 的 ,通常 不 容易 验证 , 称 作 谱 间 隙 条 件 .我 们 
知道 , 在 Navier-Stokes 方程 情形 , 因为 a — 1/2, H. 

àn ~ cN, (N > œ) 
(参见 文献 [148],[157]) .所 以 不 知道 ii) 是否 满足 .当然 ,人们 对 某 些 方程 ， 
例如 , 对 a =0( 一 维 或 二 维 ) 的 反应 扩散 方程 , 以 及 某 些 耗 散发 展 的 数学 物理 
方程 (如 Kuramoto-Sivashinsky 方程 , Cahn- Hilliard 方程 , £ WJ Ginzburg-Lan- 
dau 方程 ), 验证 了 谱 间 隙 条 件 满足 , 从 而 得 到 了 惯性 流 形 的 存在 性 结论 . 

用 确定 o 的 图 像 的 办 法 来 证 明 惯性 流 性 存在 性 还 有 几 种 常见 的 方法 . 

.Perron-Lyapunov 方法 ”这 个 方法 把 确定 @ 的 问题 转化 为 求解 某 个 映 
象 工 的 不 动 点 问题 TG = @. 这 是 Perron # Lyapunov 构造 中 心 流 形 的 办 法 ， 
因此 ,得 到 的 惯性 流 形 是 一 个 全 局 的 流 形 . 

.Cauchy 方法 ”这 个 方法 基于 积分 曲线 的 构造 .在 PNH 中 选取 适当 大 的 
BÉ S D 并 考虑 一 - 族 积分 曲线 > = USCOP, 可 以 证 明 允 的 闭 包 是 PH 上 
的 图 像 , 就 是 惯性 流 形 . 

-Hadamard 方法 ”这 个 方法 研究 t 增 大 时 的 流 形 S(1) PNH ;在 适当 假设 
F 这 些 流 形成 为 PnH 上 的 图 像 , 当 ti 一 co 时 ,它们 收敛 ,极限 就 是 惯性 流 形 . 

.Sacker 方法 ”这 个 方法 把 确定 o 的 问题 转化 为 无 穷 维 的 双 曲 方程 问 
题 ,然后 通过 投影 和 化 简 得 到 . 
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下 面 给 出 一 个 具有 加 强 烙 性 的 Navier-Stokes 方程 的 例子 .考虑 空间 维 数 
为 n 旦 具有 高 阶 粘 性 项 的 Navier-Stokes 方程 (参见 文献 [159], [160] 等 ). 


à 
P t gC- AYu - vAu + (u - V)u + Vp = f, (12.3.18) 


V*u-0, (12.3.19) 
Kui u=ulz,t), p= p(z, t) EXT RXR, 上 , 且 分 别 取 值 于 R" 和 R 中 ， 
二 (Ut unh r EN, go v 为 正 数 .容易 明白 ,车 y=0 WW (12.3.18), 
(12.3.19) 就 是 通常 的 不 可 压缩 Navier-Stokes 方程 . 
在 空间 周期 情形 , S u Mp 在 每 个 方向 z1,…, x 上 有 相同 周期 L >O, 
Hl, ulr + Le; t)=ulx,t), YER", Yi>0. 此 外 还 假设 在 Q=(0, 工 ) ”上 
积分 


| u(x,t)dxr = 0. 
ü 


现在 的 情形 , 对 一 般 的 HP (CQ) = {HZ (Q)1", 作 空间 
H = lu € H&(Q), HE R" 'P div u = 0}, 


V = Ju € EQ), HEER" h diva = 0), 027229 
令 
Au = u(- A)'u - vAu, (12.3.21) 
则 定义 域 DCA) = VAH (Q) CB JU XCRA [159], [160]) icd 
RQ) = [| (f - (u> Vou), (12.3.22) 


其 中 开 是 1L2(Q) 到 互 的 正 交 投影 , 由 此 可 知 方程 (12.3.18), (12.3.19) 完 全 
具有 (12.3.1) 的 形式 . 
对 任意 的 u, v, wELI(Q), 定 义 三 线性 形式 


b(u,v,w) = > | Done dz. (12.3.23) 
E 


由 熟悉 的 结论 可 知 ,假设 mi = m2+1>n/4, 则 三 线性 形成 5 在 H™'(Q) X 
H”™x2+1(Q)xL(Q) 上 是 连续 的 .特别 当 m i= m + 1=r 时 , 三 线性 形式 b 在 
D(AV2) x DA?) x H ExXeS& HP, A 如 (12.3.21) 所 示 且 假定 


r > n l 
4 2. 
按照 文献 [159] 的 办 法 , 周期 问题 (12.3.18), (12.3.19) 可 定义 一 个 适当 的 初 
值 问题 . 并且, 方程 满足 定理 12.3.1 的 假设 和 条 件 (i)(i). 
至 于 定理 12.3.1 的 条 件 (ii) .由 文献 [148, 157] 的 结论 知 , Aw ~ eN?” 
(N—00), KP c 是 一 个 适当 的 常数 . 若 取 定 AN = cN2””，, 则 在 a = 1/2 时 ， 


AN+1 ÀN — eNO DL 


(12.3.24) 
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Ai ~ CN, 
于 是 , 若 有 
. rP Pn. (12.3.25) 

则 当 N 足够 大 时 , 谱 间 隙 条 件 被 满足 . 

推论 12.3.1 ”在 假定 (12.3.25) 之 下 , 具有 周期 边界 条 件 的 方程 
(12.3.18), (12.3.19) 存 在 惯性 流 形 . 

众所周知 , 二 维 Navier-Stokes 方程 (12.3.3) 不 能 应 用 定理 12.3.1. 因此， 
以 下 介绍 关于 此 方程 的 惯性 系统 存在 性 的 推导 Ms!1. 


引入 函数 
£ = curl u = Diu; - Dou. (12.3.26) 
5t (12.3.3) BERE , 得 到 旋 度 方程 
» — yAt + div(£u) = F = curl f. (12.3.27) 


假设 也 具 空 间 周 期 性 , 即 , 在 每 个 时 刻 :, 有 《4(',1)E HCOQY .显然 由 5 我 
们 可 以 再 次 得 到 u 
u = V+ g = (Didi - Di9J, 
- Ay = 6,9 € HQ). 
其 中 y 是 流 函数 .容易 看 出 , (12.3.27), (12.3.28) 等 价 于 空间 周期 的 二 维 
NavierStokes 方程 . 
通过 Kwak 变换 [5 而 令 
v = grad t, w= tu, 
JO) = Gv w). 
直接 计算 , 人 们 可 以 检验 J( 5 是 以 下 系统 的 解 (P = dp/di): 
t — vAC + divw = F, 
v/ — vAv + grad(divw) = gradF, (12.3.29) 
w ww *2vo * Vu t (v * u)u + £curl[ A! (v - u)] = Fu + £f. 


ZEA EH LAQA H2(Q) 的 Laplace ATH; o Vu 表示 


Yapa = = Mo. 
寻找 空间 周期 函数 Ç, v, w 使 之 满足 以 下 方程 组 是 重要 的 一 步 
£ — AÇ + divw = F, 
v/ — vAv + grad(div w) = grad F, 
w/- ww -2vo* Vu + (v * u)u + t curl [Ao * u)] 
- Fu - tf + [1 + vtl gliw 一 w) = 0. 


(12.3.28) 


(12.3.30) 
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这 里 y= vy/L?. 映 象 u,v,w 由 (12.3.28) 和 (12.3.29) 定 义 ,v 和 w 与 5 无 
关 ; 且 充分 大 的 正 数 -~ 待定 .可 以 看 出 ,车 用 wv 和 ww 替换 wv 和 ww, 则 (12.3.30) 
和 (12.3.29) 相 同 . 38i 8E 3 (TAE (12.3.30) FON CAL RE. 

为 简单 起 见 , 记 U =(&,w, rw). 这 样 (12.3.30) 中 的 线性 部 分 便 定 义 了 一 
个 非 自 伴 的 算 子 A:UF-AU, 


~ yA 0 div 
A = 0 -y^ grad div |. (12.3.31) 
0 0 — yA 


将 此 看 作 由 w, 到 Wo 的 无 界 算 子 ,其 中 w,= OQ) x H;(Q)2x HQ), 
(s 实 0). 按 此 记号 可 将 (12.3.30) 写 作 (12.3.1) 那 样 的 形式 


dU +AU = R(U). (12.3.32) 


建立 (12.3.30) 的 解 的 存在 唯一 性 定理 是 容易 的 ,此 处 从 略 ( 例 如 , 可 参见 
文献 [160]) .下 面 将 在 假定 (12.3.30) 的 解 U 充分 正则 的 条 件 下 建立 解 的 先 
验 估计 ;这 分 两 步 完 成 . 

i 第 一 步 , 要 证 明 随 1 一 %, (12.3.30) C Sk T (12.3.29) ; GB IE UE B] 
1 一 oo 时 w(t) 一 v(t) 和 w(t) w(t) 都 收敛 于 0 来 过 渡 . 注 意 ,如 果 g, v, w 
是 (12.3.30) 的 解 , 则 

v/— vAv + grad(div w) = grad F. (12.3.33) 
由 (12.3.30) 的 第 二 方程 减 去 此 式 可 得 
(v — 2) - vyA(v - v) = 0. 

TÉ 


alv- oli+2alv- od? =o. (12.3.34) 


如 果 ¿= An?/ L 是 算 子 -A XE HI;CQY! 中 的 第 一 个 特征 值 , 则 
3 llo- D)? + 2y lC- 9) |? < 0. 


[Cv - 2)(2)]2 < | Cv — 9)(00 | expl- 2wnt). 
l(v - )(21- 0. (¿— 9). (12.3.35) 
关于 w- w 的 证 明 要 复杂 一 些 . 至 于 (12.3.29) 第 三 方程 的 推导 ,通过 运 
用 divw = v'u 可 得 
w/- ww +2 Vu + (div w)u* t curl A ! (div w)] = Fu + £f. 
(12.3.36) 
由 (12.3.30) 第 三 方程 减 去 此 式 可 得 


(x — wY -Alw - w) t2v(v - v) - Vu + (v* u - div w)u 
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+ £curll A"! (v * u — div w)] + [1 +5] MAC - w) = 0. 
(12.3.37) 
i L*(Q) 中 在 上 式 两 端 取 与 w- w 的 内 积 得 到 


> dlw- al? +yli w- wl? [1 igli] w- wl? 


--2y((v-v): Vu, w = w)-((v*u — div w)u, w — w) 
— (£ curl[ A! (v * u - div w) ], w — w). (12.3.38) 
类 似 [1 便 有 
jw *vylw-wl?*(Qr-cjOv1*»^*ltl inllw - wl? 
< v || ze — zo || 2, (12.3.39) 
其 中 。 是 与 7 无 关 的 一 个 常数 .现在 选取 E = cu RAS 2 除 (12.3.39) 并 如 
到 (12.3.34) 可 得 


有 
+ a3 * vItltollw - wl? <o. (12.3.40) 
特别 地 有 ， 
各 w+ tyullv- vl? -v?lw- wl? < 0, 
[| Co = 9960092 € v? Go - w)G)I?] 
«ll(o - 2)00)]? + v? Cw - w)(00l?lexpC7 212), 
这 就 证 明了 
Co - ot)? + v ?| Gw — w)G)l? — 0(: — oo). (12.3.41) 
这 意味 着 当 :一 co 时 ,嵌入 系统 收敛 于 原来 方程 组 (12.3.27) 或 (12.3.29). 
i) 第 二 步 ,我 们 进一步 推导 先 验 估计 . 
关于 g, v= grad, w = tu 的 估计 推导 如 下 .于 L?(Q) 中 取 (12.3.30) 的 
第 一 方程 与 的 内 积 得 到 
i lel + vl el?= (CF, D - (div w , t) 
= (F,£) - (div(w — w),t) 
= (curl f, £) + (w — w,gradt) 
= (f, V+ t) + (w — w,gradt) 
«Lvtctetigtetivehs lw 


«$lcitelirtstle-ul, 
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其 中 (divw, 5)=0. 所 以 


d 2 ~iz ~ 
qlee Alw- wl Apte 2 w N. 
t " v y V1 


(12.3.42) 
用 uu] M asm Ax?/ LORA E GE ISI (12.3.40) E: 
aee ob rv lw ulii 
CSI EI e ow 
tale lt aw -wl BI. (12.3.43) 
由 此 ,特别 可 得 
Sie elo oa hw wli 


* Tug ep tdv vl? *ev?[w- wl? «Ir, 
于 是 
JEDIK, VERO, (12.3.44) 

其 中 Ki 依赖 于 Uo | flavi. 

因为 对 任何 $20, W, = H;(Q)x H;(Q)2 x HA (Q) D(A)= W. F 
是 ,基于 这 些 估计 我 们 得 到 下 列 定理 0160.1611. 

ZE 12.3.2 d f€HL(QY - H1(Q)2, Uu € D(A), W f£ E (12.3.30) 
的 满足 U(0)= Uo 的 唯一 解 U= UG), H 

U € C(R,;Wi), 
U € L'(0, T;W), U € L'(0, T;w)), VT »0. 

进一步 ， 

(ü) 如 果 Uo-7JCQ, W UC) —JOTZ(ÓDDO, V :20. 

(ü) 如 果 Uqoz£J (to), W 

|UG:) -JU | 0C — 9). 

现在 的 情形 ,在 DAP, BEAR BEC12.3.30) E c ER P BUE) 25 E H , 算 
子 A 非 自 伴 , 其 特征 值 是 形 如 (4z2v/L?)(k?+ 2),&1,k2EN 的 数 ,特征 函数 
是 正弦 函数 和 余弦 函数 的 适当 组 合 . 我 们 知道 应 用 定理 12.3.1 的 关键 一 点 是 
检验 谱 间 隙 条 件 , 即 定理 12.3.1 中 的 条 件 (ii) .而 方程 的 非 线性 项 是 U 的 连 
续 映 象 ; 故 而 谱 间 隙 条 件 (ii) 中 a =0. 于 是 ,整个 谱 间 隙 条 件 现在 转化 为 数论 
中 一 个 熟知 的 问题 05%191, 两 个 呈 平方 和 的 整数 之 闻 存 在 任意 大 的 间隙 . 由 
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此 便 知 , 嵌入 方程 存在 惯性 流 形 和 惯性 系统 .根据 定理 12.3.2 BJ (i), Hk À £ 
统 的 惯性 形式 也 是 二 维 Navier-Stokes 方程 的 惯性 形式 . 记 U=Y+Z 且 写 Z 
=@(Y) 为 嵌入 系统 的 惯性 流 形 方程 . 设 P 是 对 应 的 算 子 P= PN; 则 由 
(12.3.15) 一 (12.3.17) 和 (12.3.32) 便 得 到 了 惯性 系统 


+AY = PR(Y + (Y). (12.3.45) 


推论 12.3.2 存在 有 限 维 微分 系统 (12.3.45), 它 和 空间 周期 的 二 维 
Navier-Stokes 方程 具有 完全 相同 的 动力 性 态 . 

所 谓 相同 的 动力 性 态 , 即 具有 相同 的 平衡 点 , 相同 的 时 间 周 期 轨道 或 时 间 
拟 周期 轨道 ,相同 的 吸引 子 等 . 

因为 大 多 数 微分 方程 目前 尚 无 法 证 明 惯 性 流 形 的 存在 性 , 以 及 数值 通 近 
的 需要 , 人 们 考虑 了 近似 惯性 流 形 ( 见 文献 [149], [150], [151], [162] 等 ). 

近似 惯性 流 形 最 初 的 想法 是 对 (12.3.1) 进 行 扰 动 , 得 到 添加 了 人 工 粘性 
项 e>0 且 含有 A HRAC DHEER E 

du, 

dt 
对 此 修正 方程 而 言 , AT A RERA Lil ;en. 故 而 可 望 对 某 个 适当 的 s 
592 1, 24 N EKE L2 E; e n 满 足 谱 间 隙 条 件 , 从 而 得 到 修正 方程 的 惯性 流 
JE M., 因 为 很 小 ,所 以 将 M, 作为 (12.3.1) 的 一 个 近似 惯性 流 形 . 

这 样 得 到 的 近似 惯性 流 形 颇 有 缺陷 :(1) 当 。 很 小 时 , 情况 会 恶化 , 此 时 
M, 的 维 数 将 变 得 非常 高 , 从 而 不 实用 ;(2) 随 e 一 0, M, 是 否 有 极限 不 得 而 知 ， 
很 可 能 惯性 流 形 消失 了 . 

一 个 更 自然 的 近似 惯性 流 形 概念 是 用 一 个 光滑 的 有 限 维 流 形 去 通 近 全 局 
吸引 子 . 它 的 基本 特征 是 存在 某 个 时 刻 41, 在 时 刻 t 宇 ti 后 的 所 有 的 解 轨道 都 
迅速 进入 该 流 形 的 一 层 很 薄 的 邻 域 之 中 . 

定义 12.3.3 ”有 限 维 光滑 流 形 M 称 为 系统 (12.3.1) 在 空间 H 中 阶 为 
7 的 近似 惯性 流 形 , 如 果 存 在 常数 c >0 和 时 刻 上 , >0, 使 得 £220. BJ, EIE! 
道 <(z) 都 满足 


+ cA'u, + Au, = R(u). 


dist( u (£), M) < cq. (12.3.46) 
下 面 讨论 二 维 Navier-Stokes 方程 (12.3.3)-(12.3.5) 的 近似 惯性 流 形 太 
其 构造 方法 .众所周知 ,方程 (12.3.3), (12.3.4) 特 别 地 可 以 写成 下 式 : 


du + vAu + B(u) = f. (12.3.47) 


这 是 (12.3.1) 中 取 A 为 vA,R(xz) 为 上- BC) 的 特例 ,其 中 B(u) = 
B(u,u). 
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取 定 正 整 数 m, REAT P, , Q, 意义 如 前 .将 (12.3.47), (12.3.2) 88 f 
分 解 为 u(t)= pu + quOD pn = Paus qu = Qnu .此 时 ,如 (12.3.15) 和 
(12.3.16), 在 不 致 引起 混淆 时 省 略 记号 m 有 
d (vA, + PB(p + q) = Pf, p(0-p9-Pu, — (12.3.48) 
SA t QB(p+q)=Qf, a(0 74 — Quo， (12.3.49) 
关于 此 分 解 有 以 下 一 个 基本 结论 . 
EE 12.3.3 i m 足够 大 ,使 得 
A = Am+1 之 ci Mi/v 
其 中 ci( 包 括 以 下 的 c;) 是 正常 数 , Mi =sup| A ?uls) |, 则 存在 时 刻 11 >0， 


M (24 BF, (12.3.47),(12.3.2) 的 所 有 解 轨道 u(t) = p (r) + q (WE 


|q()12 < IgG) 2e 6079 4 € 


Ad QF + MDL, 


(12.3.50) 


| a(t) | go L126, |l aC |l < p L12812 
lag( e L'2.— Ig Gol k L128. 
其 中 常数 (i =0,1,2,3) 只 依赖 于 v1, Ifl, a 等 , 且 


A Àm 
1 L = 1+ log zu 


(12.3.51) 


Š = ; . 
Àm+1 1 


按 方程 的 力学 意义 , p (1 ) 对 应 于 流 u(1) 的 大 涡 大 量 , g) ATF A 
u(z) 的 小 涡 分 量 .定理 结论 说 明 , 当 m 很 大 时 , 无 论 是 按 H 还 是 V 中 范 数 估 
计 , 小 涡 份 量 皆 很 小 , 而且 导数 q Ce) BARON. 

在 通 近 问题 中 需要 考虑 构造 一 族 1g (ti)1 ,jE N 来 近似 小 涡 分 量 q (2). 

定义 每 个 g;€ QH 为 

qj 2609360547 t0, j 20, 
其 中 9;= 0,(1)(i=0,1,…,j) 依 次 由 下 面 方程 组 定义 (j 之 2) 
vA0o + QB( p) = Qf, 
vA0, + QB(p, 00) + QB(0o, p) = 0, 
05.5 + vA0, + QB(p,0-1) + QB(O;-1, p) + QB(q;-s, 0;-2) 
+ QB(0,-2, q;-3) + QB(6;.5, 0;-2) = 0. 
(12.3.52) 
由 此 求 得 的 g;, 0, 有 以 下 估计 式 . 
定理 12.3.4 ”存在 时 刻 (>t), EO :之 ts 时 成 立 
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|o) |< PA PI (1/2)+ 6/2) l6; CO ME < k 80/26/72 p a/2*G/2) 
7 , 了 J , 
| A61) |< Kë P LUDU, | 0; (t) J| < xol? L Oams om 
(12.3.53) 


la CO eL 28, Hag; S L12912 
| Ag; (2) |< wiL 2, | q; (t) |< «;L?8, 
其 中 常数 osel, va), HE m 无 关 。 
相应 于 解 轨道 ult) — p(t) *aGDORR ui) 9 p(t)+ g;(z) 为 诱导 轨道 ， 
解 轨道 和 诱导 轨道 之 间 的 误差 记 为 
€ (1) = uj (0) - u(t) = qj) — q(t). 
它们 显然 满足 方程 
vAceo ~ QB( p, q) - QB(q, p) = QB(q) + q , 
vAe1 + QB(5, eo) + QB(es, p) = QB(q) + q^, 
vAe; + QB( p.e; 1) + QB(e;-1, p) 
= QB(q) - QB(qi3) - €; 22) 
这 些 误差 的 估计 式 包含 在 以 下 定理 中 . 
定理 12.3.5 Wm 满足 lu ;1 之 ci/MI/v*, 则 存在 tta, 18705 >t; 时 
成 立 
| e; C£) |< k L12821 GD, PONES pL 1281h, 
| Ae; C2) |< K L 13/28/2162) | ej (z) |< ZL Iia GIm om. 


(12.3.56) 


(12.3.54) 


(12.3.55) 


其 中 常数 局 = 后 (| F1, AD BH m 无 关 . 

至 此 易 知 , 定理 12.3.3 表明 了 线性 流 形 M -1= PH 是 二 维 NavierStokes 
方程 的 平凡 的 近似 惯性 流 形 .经 过 时 刻 i 后 , 每 条 轨道 都 进入 H PULS 
为 阶 的 M_; 的 邻 域 之 中 (或 者 , V 中 以 上 LV28V2? 为 阶 的 邻 域 之 中 ) .系统 的 全 局 
吸引 子 A 也 在 此 邻 域 中 . CLE 12.3.1) 

考虑 非 平凡 的 近似 惯性 流 形 需要 定理 12.3.5 B ie PED >t 时 ， 
随 着 ; 的 增高 ,诱导 轨道 u,(1) = p(t)+ q(t) 可 按 任意 高 的 精度 逼近 u(t). 
事实 上 ,由 q; = g(t) 的 定义 式 可 知 满足 方程 

vAqo + QB(p) = Qf, 
vAqı + QB(p, qo) + QB(qo, p) + QB(p) = Qf, (12.3.57) 
qj-2 + vAq; + QB(p) + QB(p,qj-1) 

+ QB(q;- b) + QB(gq;-2) = Qf. 
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Y=Q,H 


12.8.1. 平凡 近似 惯性 流 形 P,,H 和 和 非 平凡 近似 惯性 流 形 Mo 


因此 ,0 阶 诱导 轨道 p(1) + qe(t) 中 的 qo(1 ) 是 以 下 映 象 Be 中 的 一 个 值 ; 
Go:PH — QH, 
(p) = (A) '(CQf - QB(p)). 
id d, 的 图 像 为 Mo, 则 p + go€ Mo, H dist( u (t), MO | eo GO | Sk Í L822, 
而 在 V dB,dist(u (2), Mo)< ll eo GO | xo Lo. AS Mo 是 一 个 非 平凡 的 近 
似 惯性 流 形 , u (1) 在 Mo 的 邻 域 中 , 该 邻 域 的 宽度 比 M :的 邻 域 的 宽度 更 罕 
( 见 图 12.3.1). 
同 理 可 得 近似 惯性 流 形 Mi, 它 是 以 下 映 象 o, 的 图 像 

Gi:PH > QH, 

Slp) = (vA) ! (Qf - QB(p, Bo(p)) - QB(O4CP), p) - QB(p)). 
HE p+ q1€ Mi É dist(u (t), Mi) «x, LECE V PESE L32832). jb 
时 的 邻 域 宽度 又 更 窗 一 些 . 

继续 可 得 ó, 的 图 像 Ma, | 
$,(p) = GA) !Q[f - BCp) - B(p, @,(p)) - B(@, (p), p) 
- BCGo(p)) - DosCp) Yp, a). 
其 中 DG 是 Bo 的 导 算 子 ,记号 更 (z,y)= — vAz - PB(x + y) + Pf. 
关于 近似 惯性 流 形 , 尤其 是 结合 近似 惯性 流 形 的 非 线性 Galerkin 数值 方 
法 还 有 不 少 研究 , 例如 见 文献 [ 144, 155] .扩充 到 其 他 形式 的 方程 讨论 近似 惯 
性 流 形 和 非 线 性 Galerkin 数值 方法 , 可 见 文 献 [163, 164]. 
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